
시작하기 전에

이 논문은 [Cho21]의 한국어 버전이나, 직역한 것은 아니며 추가적인 설명

이 몇 군데 있다는 것을 밝힙니다. 통용되는 한국어 단어가 있는 수학 용어는

별도의 설명 없이 한국어로 썼고, 그렇지 않은 경우에는 다음 표에 정리하거나

혹은 첫 등장 시 영어 용어를 병기했습니다.

한국어 영어

쌍곡 공간 hyperbolic space

랜덤 워크 random walk

등거리사상 isometry

이동 길이 translation length

적절성 properness

분리 가능하다 separable

측지적인 geodesic (adj.)

측지성 geodesicity

준가법적 subadditive

한정된 bounded

받침 support

한계 bound

상한/하한 upper/lower bound

최소 상한 supremum

매몰 embedding

궤도 orbit

준군 semigroup

엽층 foliation

컴팩트-맞춤 cocompact

1



쌍곡 공간 및 TEICHMÜLLER 공간에서의 중심극한정리 및 측지선

따라가기

최인혁

Abstract. 우리는 본 논문에서 Gromov 쌍곡 공간 및 Teichmüller 공간

에서의 랜덤 워크를 다룬다. 먼저, 랜덤한 등거리사상의 이동 길이가 중심

극한정리를 만족한다는 것과 랜덤 워크의 분산이 유한하다는 것과 동치임을

보인다. 이 과정에서 Benoist와 Quint의 정리, 즉 기준점의 변위에 관한 중

심극한정리를 재발견하며, 그 역 또한 증명한다. 이들에 대응하는 중첩 로그

법칙 또한 얘기한다. 마지막으로, (1/2)-모멘트가 유한한 랜덤 워크는 선형

오차보다더가까이측지선을따라간다는것과,지수적모멘트가유한한랜덤

워크는 로그 오차 내로 측지선을 따라간다는 것을 증명한다.

핵심 단어. 랜덤 워크, Gromov 쌍곡 공간, Teichmüller 공간, 약한 쌍곡

공간, 중심극한정리

MSC classes: 20F67, 30F60, 57M60, 60G50

1. 서론

이 논문에서 (X, d)는 적절성, 분리 가능성 및 측지성을 가정하지 않은 Gro-

mov 쌍곡 공간 혹은 종수 2 이상의 Teichmüller 공간을 가리킨다. 또, X의 한

점 o를 고정하겠다. 여기 등장하는 모든 측도는 확률 측도다. µ는 항상 X의

등거리사상 군 G 위에 주어진 초등적이지 않은 (non-elementary) 이산 확률

측도를 가리키며, ω = (ωn)∞n=1는 µ가 생성한 랜덤 워크를 나타낸다(자세한

사항은 2.3항을 참고하라).

G의 각 원소 g는 동역학적인 값 두 가지와 연관되어 있는데, 바로 o의 변

위 d(o, go) 및 이동 길이 τ(g) := limn
1
nd(o, gno)이다. 변위는 고전적인 랜덤

워크에서 나타나는 확률 변수들의 합과 같은 역할을 하는 반면, 이동 길이에

대응하는 Euclidean 세팅에서의 개념은 없다. 한 가지 기억해 둘 것은 사상류

(mapping class)의 이동 길이가 행렬의 고유값과 같은 역할을 한다는 점인데,

이들은 모두 랜덤 워크와 같이 연구되어 왔다.([Thu88], [Gui90], [Kar14])

변위는 준가법적이기에, µ의 첫번째 모멘트가 유한할 때 Kingman의 준가

법적 에르고딕 정리는 d(o, ωn o)에 대한 큰 수의 법칙(law of large numbers)

을 암시한다. 더 자세히 말하면, 1
nd(o, ωn o)가 L1-관점에서 및 거의 확실하게

(almost surely) 수렴해가는양수 λ가존재한다. Gromov쌍곡공간에서는 µ가
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유한한 첫번째 모멘트를 가지는 것이 필수적임을 Gouëzel이 최근에 [Gou21]

에서 증명했다 ─ 만약 µ가 무한한 첫번째 모멘트를 가지면, 랜덤 워크는 그

어떤 유한한 속도보다도 빠르게 탈출한다.

더강한모멘트조건이있다면, 1√
n

(d(o, ωn o)−nλ)의극한분포를다루는중

심극한정리(central limit theorem)또한얘기할수있다. [BQ16]에서 Benoist와

Quint는 X가 적절하고 quasiconvex한 Gromov 쌍곡 공간일 때 중심극한정리

를증명했다.이결과는 [Hor18]에서 Horbez가일반화했는데, X가 Teichmüller

space일 때 중심극한정리를 증명한 것이 그 내용이다. 또 다른 접근법은 Math-

ieu와 Sisto가 [MS20]에서제안한것인데, X의가장자리구조에의존하지않는

방법이다.

Euclidean 세팅에서는 더 나아가 랜덤 워크의
√
n log log n 급에서의 거의

확실한/확률상에서의 점근 현상을 대조해 주는 중첩 로그 정리(law of the it-

erated logarithm)를 얘기할 수 있다. 이는 지금까지는 Gromov 쌍곡 공간 혹은

Teichmüller 공간에서는 얘기된 바가 없다.

한편, 이동 길이는 준가법적이지 않기에 이를 조사하는 것은 더 어려운 일

이다. Gromov 쌍곡 공간에서는, Maher와 Tiozzo가 [MT18]에서 이동 길이가

확률상(in probability) 선형적으로 증가한다는 것을 밝혔다. 그들은 µ가 한정

된 받침을 가지면 오차 확률가 지수적으로 감소한다는 것 또한 얘기했는데,

이는 확률상 증가를 거의 확실한 증가로 강화시켜 준다. Dahmani와 Horbez는

[DH18]에서 이 아이디어를 일반화해, Teichmüller 공간에서의 랜덤 등거리사

상에 대한 스펙트럼 정리(spectral theorem)를 증명했다. Baik, Kim과 저자는

[BCK21]에서 같은 결과를 더 약한 모멘트 조건에서 증명했는데, µ가 유한한

첫번째 모멘트를 가진다고 가정한 것이다.

저자가 알고 있는 한, 이동 길이에 대한 중심극한정리는 받침이 유한한 상

황에서만 다루어졌다. 예를 들어, 군의 유한한 생성 집합(generating set)을 고

정한 상황에서, [GTT19]와 [GTT20]는 Cayley 그래프에서의 단어 거리(word

metric)를 기준으로 센 이동 길이의 극한 분포를 얘기한다. 여기서 선형 군에

서의 최근 결과를 하나 살펴볼 만하다 ─ Aoun은 [Aou20]에서 랜덤 행렬의

matrix norm에 대한 중심극한정리로부터 고윳값에 대한 중심극한정리를 이끌

어냈다.

우리의 첫 목표는 랜덤 워크의 이동 길이를 더 자세히 묘사하는 것이다. 유

한한 첫번째 모멘트를 가정한 상태에서의 결과를 하나 소개하겠다.

Theorem A (로그적 차이). µ가 유한한 첫번째 모멘트를 가진다고 하자.

그러면 거의 모든 ω에 대해

(1.1) lim sup
n

1

log n
|τ(ωn)− d(o, ωn o)| < K

가 성립하게 하는 상수 K <∞가 존재한다.
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변위에 대한 중심극한정리를 가정하면, Theorem A은 이동 길이에 대한 중

심극한정리를 암시한다.

Theorem B (중심극한정리). µ가 산술적이지 않으며(non-arithmetic) 유한

한 분산을 가진다고 하자. 그러면 1√
n

(d(o, ωn o) − nλ) 와 1√
n

(τ(ωn) − nλ)가

분포상(in law) 수렴해 가는 비자명한 Gaussian 분포가 존재한다.

Benoist-Quint이론과달리, Theorem B에대한우리의접근법은martingale

에의존하지않는다.그대신 [MS20]에서와같이, i.i.d.확률변수를결함을감안

하고 더하는과정을통해증명한다.일단결함에대한통제를얻고난이후에는,

이 과정은 완전히 확률적이고 X나 G의 기하학적인 성질에 의존하지 않는다.

한편, 결함은 중추 시점(pivotal time)에서 방향 전환(pivot)을 함으로써 통제

할 것인데, 이는 [Gou21]과 [BCK21]의 아이디어를 결합한 것이다. 이 과정은

점들 간의 Gromov 부등식에만 의존하므로, X가 적절하다거나, quasi-convex

하다거나, 분리 가능하다는 가정은 하지 않는다. 또한, G의 작용이 비원통형

(acylindrical)이라거나 µ가 유한한 지수적 모멘트를 가진다고 가정하지도 않

는다.

우리의 접근법은 중심극한정리의 역 또한 이끌어 낸다.

Theorem C (중심극한정리의 역). µ가 무한한 두번째 모멘트를 가진다고 하

자. 그러면 1√
n

(d(o, ωn o) − E[d(o, ωn o)])도
1√
n

(τ(ωn) − E[τ(ωn)])도 분포상

수렴할 수 없다.

Theorem A에관련된더까다로운문제로는 Kaimanovich [Kai00]와 Tiozzo

[Tio15]가 생각한 측지선 따라가기 (혹은 선 근사하기) 현상이 있다. 이들은 유

한한첫번째모멘트를갖는랜덤워크가측지선들에선형이하로가까이있다는

것을 증명했다.

더 강한 모멘트 조건이 있으면 랜덤 워크가 더 바짝 측지선을 따라갈 수도

있다. 다음 랜덤 워크들이 측지선을 로그 오차 내로 따라간다는 것을 상기하자.

(1) 유한한 지수적 모멘트를 갖는 자유군 위에서의 랜덤 워크 [Led01].

(2) 유한한 받침을 갖는 Gromov 쌍곡 공간 위에서의 대칭적인 랜덤 워크

[BHM11].

(3) 상대적 쌍곡 공간 위에서의 단순 랜덤 워크 [Sis17].

(4) 유한한 받침을 갖는 Gromov 쌍곡 공간 위에서의 랜덤 워크 [MT18].

이제 이 결과들을 일반화한 결과를 하나 제시하겠다.

Theorem D (측지선 따라가기). X가 측지적인 공간이라고 하자.

(1) 어떤 p > 0에 대해 µ가 유한한 p-모멘트를 가진다고 하자. 그러면 거의

모든 ωn에 대해, 유사측지선(quasi-geodesic) γ가 존재하여

lim
n

1

n1/2p
d(ωn o, γ) = 0
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가 성립한다.

(2) µ가 유한한 지수적 모멘트를 가진다고 하자. 그러면 상수 K ′ < ∞가
존재하여 다음을 만족시킨다. 거의 모든 ωn에 대해, 유사측지선 γ가

존재하여

lim sup
n

1

log n
d(ωn o, γ) < K ′.

가 성립한다.

(3) 만약 X가 적절하기까지 하다면, γ를 측지선으로 잡을 수도 있다.

특히, µ가 유한한 (1/2)-모멘트를 가지기만 해도 선형 오차보다 가까운 따라

가기를 보이는데, 이는 저자가 알고 있는 한 자유군 위의 랜덤 워크에 대해서

조차도 새로운 결과이다. 이와 관련된 [MS20]의 관찰을 기록해 두겠다.

Remark 1.1. [Gou21]에서와같이,논의상의편의를위해여기서는이산확률

측도만을 다루기로 하겠다. Schottky 집합 위에 균등 측도를 주는 대신 Schot-

tky 확률 분포를 정교하게 잡으면, 같은 증명이 Borel 측도에도 적용될 것이라

고 저자는 생각한다.

마찬가지로, Theorem D의 결론 (1), (2)는 X가 내재적(intrinsic)이기만

해도 얻을 수 있다.

이제 앞으로의 전략 및 선행 연구들과의 관련성을 설명하겠다. 이 논문의

주요 철학은 [Gou21]에서의 중추 시점 구성 및 [BCK21]에서의 방향 전환에서

비롯되었다. [Gou21]에서는, 중추 시점이 같은 경로들 간의 방향 전환을 이용

해 랜덤 워크가 거의 확실하게 진전함을 증명했다. [BCK21]에서 방향 전환의

역할은 랜덤한 등거리사상의 이동 길이가 크다는 것을 보장하는 것이다. 거칠

게 말하면, 중추 시점이 충분히 많은 경우 변위와 이동 길이는 거의 일치한다.

여기서 중추 시점의 풍부함을 [BCK21]에서는 준가법적 에르고딕 정리로부터

유도했지만, 우리는 대신 [Gou21]과 [BCK21]의 중추 시점 개념을 통합하여

Theorem A에서 더 강한 결과를 도출할 것이다.

먼저, Section 2에서 Gromov 쌍곡 공간 및 Teichmüller 공간에 관한 기초

지식을 복습하겠다. 그후 목격(witnessing)(Section 3), Schottky 집합(Subsec-

tion 4.1) 및 중추 시점(Subsection 4.2) 개념을 차례로 정립할 것이다. 비록 이

개념들은 [Gou21] 및 [BCK21]에서 등장했지만, (측지적인/측지적이지 않은)

Gromov 쌍곡 공간 및 Teichmüller 공간의 경우를 통합하기 위해 이 개념들을

새로 적어낼 것이다.

Subsection 5.1에서는 중추 시점을 랜덤 워크에 적용시켜, 지수적으로 감

소하는 확률을 제외하고서는 중추 시점이 충분히 많다는 것을 보일 것이다.

Subsection 5.2는 이 사실로부터 따라 나오는 결과들을 다룬다. Theorem A

을 먼저 증명하고 나서, µ가 유한한 p-모멘트를 가질 때 랜덤한 경로가 고정된

방향으로부터이탈하는거리의 p-모멘트한계를잡을것이다.이는 [BQ16]에서
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G의 cocompact한 작용을 가정하고 관찰한 것인데, 여기서는 그 가정을 하지

않는다. 더 나아가, 독립적인 두 랜덤한 경로가 서로로부터 이탈하는 거리의

2p-모멘트 한계 또한 잡을 것이다. 여기서의 두 배 지수가 가능하다는 것은

[MS20]에서 p = 2 및 G가 자신의 Cayley graph에 작용하고 있는 쌍곡 군일 때

관찰된 바 있다. 우리는 측지적이지 않은 세팅에서는 Gromov 내적을 이용해,

측지적인세팅에서는거리 d(o, [ω̌no, ωn o])를이용해이결과를적어낼것이다.

여기서 후자의 경우 Theorem D으로 이어진다.

Section 6에서는 [MS20]의철학을따라, p = 2에서의이탈거리한계를가지

고 (사실은 p = 1의이탈거리한계로충분하다)중심극한정리(Theorem B)를

증명할 것이다. 여기서는 ([MS20]에서의 경우들을 포함하는) 산술적이지 않은

측도를 다루므로, 먼저 비산술성으로부터 d(o, ωn o)의 조절된 분산이 하한을

가진다는 것을 보일 것이다. 그후 [MS20]에서와 같이 독립적인 결함을 가지는

이진항덧셈을진행할것이다.또한중추시점을구성함으로써중심극한정리의

역 또한 얻어낼 것이다 (Theorem C).

감사의 말 저자는 Hyungryul Baik, Sébastien Gouëzel, Camille Horbez, Don-

gryul M. Kim과함께한논의에서많은도움을얻었기에이에감사를표하고자

합니다. 특히, Gouëzel이 제기한 중심극한정리의 역에 대한 질문은 Theorem

C를 고안하고 증명하게 된 원동력이 되었습니다. 더하여, Çağrı Sert로부터

참고 문헌을 추천받고 이 논문과 관련된 역사적 배경을 설명받았기에 이 또한

감사를 표하고자 합니다.

본 연구는 삼성미래기술육성사업 No. SSTF-BA1702-01으로부터 지원을 받

아 수행되었습니다.

2. 기초 지식

2.1. Gromov 쌍곡 공간 이 항에서는 Gromov 쌍곡 공간에 관련된 기본적인

정의들을 되새길 것이다. 더 자세한 내용은 [GdlH90], [Väi05] 및 [BH13]을

참고하라.

Definition 2.1. 거리 공간 (M,d)와 세 점 x, y, z ∈ M가 주어졌을 때, x에

대한 y, z의 Gromov 내적(Gromov product)는

(2.1) (y, z)x =
1

2
[d(x, y) + d(x, z)− d(y, z)]

로 주어진다. M이 δ-쌍곡적(δ-hyperbolic)이라는 것은 M 안의 모든 네 점

x, y, z, w가 Gromov 부등식(Gromov inequality)라고 불리는 다음 부등식을

만족시킨다는 것이다:

(2.2) (x, y)w ≥ min{(x, z)w, (y, z)w} − δ.
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어떤 δ > 0에 대해 X가 δ-쌍곡적이면 X가 Gromov 쌍곡적(Gromov hyper-

bolic)이라고 얘기한다.

Gromov 내적에 관련된 다음 기초적인 사실들을 증명 없이 기술하겠다.

Fact 2.2 ([Väi05, Lemma 2.8]). 거리 공간 M과 그 안의 네 점 x, y, z, w에

대해 다음이 성립한다:

(y, y)x = 0,

(y, z)x = (z, y)x,

d(x, y) = (y, z)x + (x, z)y,

0 ≤ (y, z)x ≤ d(x, y),

−d(x,w) ≤ (y, z)x − (y, z)w = d(x,w)− (y, x)w − (z, x)w ≤ d(x,w).

본 논문에서 대부분의 논증은 Gromov 부등식만을 참조한다. 그러나 측지선

따라감 현상에서는 점들을 잇는 측지선 혹은 유사측지선이 고려되어야 하기에

다음 개념을 생각하겠다.

거리 공간 M 위의 측지선분(geodesic segment)라는 것은 닫힌 구간 [a, b]

에서 M으로 향하는 등거리 매몰 γ : [a, b] → M을 일컫는 말이다. 또, 사상

t 7→ γ(a+ b− t)를 γ의 뒤집음(reverse)이라 부르고 γ̄로 나타낸다. 표기 편의

상, γ의 이미지 γ([a, b])를 γ(a)와 γ(b)를 잇는 측지선분이라고도 부르겠다. 단,

측지선분들은 방향이 주어져 있다고 간주될 것이고, γ와 γ̄는 구분되어야 한다.

또, a에서 시작하고 b에서 끝나는 임의의 측지선을 [a, b]로 표기하겠다.

γ1 : [c, d]→ M이 γ의 부분 선분이라는 것은 γ[c,d] = γ1이라는 뜻이다. γ의

부분 선분 γ1 : [c, d]→M이 다른 부분 선분 γ2 : [c′, d′]→M보다 먼저 등장한

다(appears earlier than)는것은 d < c′라는뜻이다.표기편의상, [γ1(c), γ1(d)]

가 [γ(a), γ(b)]의 부분 선분이라고도 부른다.

Definition 2.3. 거리 공간 M 안의 임의의 두 점이 측지선으로 이어질 수

있을 때 M이 측지적(geodesic)이라고 얘기한다. M 안의 임의의 두 점 x, y와

임의의 양수 ε에 대해 x와 y가 길이 d(x, y)+ε 이하인 곡선으로 이어질 수 있을

때 M이 내재적(intrinsic)이라고 얘기한다. M의 한정되고 닫힌 부분집합들이

모두 컴팩트하다면 M을 적절하다(proper)고 얘기한다.

증명 없이 기본적인 사실 몇 가지를 더 나열하겠다.

Fact 2.4. 측지적인 공간 M과 그 안의 점 x, y, z, w, a ∈ [x, y], b ∈ [x, z]에

대해 다음이 성립한다:

(y, z)x ≥ d(w, x)− d(a,w)− d(b, w),

(y, z)x ≤ d(x, [y, z]).
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측지적인공간에서는, Gromov쌍곡성은여러측면에서얘기할수있다.구체

적으로,측지선삼각형들이날씬하거나(slim),얇거나(slim),안쪽 크기(insize)

가 작아야 함을 요구할 수가 있다. 여기에서는 다음 사실이 필요할 것이다.

Fact 2.5 (cf. [BH13, Proposition III.H.1.17, III.H.1.22]). δ-쌍곡적인 측지적

공간 M과 그 안의 점 x, y, z, w에 대해 다음이 성립한다:

(1) p ∈ [y, z]이면 d(p, [x, y]) ≤ 6δ이거나 d(p, [y, z]) ≤ 6δ이다.

(2) 어떤 C > 0에 대해 d(x, z) ≤ C이고 d(y, w) ≤ C이면, [x, y]와 [z, w]

는 Hausdorff 거리상 2C + 12δ 이내에 있다.

이제부터 논문 내내 δ > 0을 고정하겠다.

이 항 나머지 동안, δ-쌍곡적인 공간 X를 하나 고정하겠다. G는 X의 등거

리사상 군을 나타낸다는 것을 기억하라.

Definition 2.6. G의 원소 g의 이동 길이(translation length)라는 것은

τ(g) := lim
n→∞

1

n
d(o, gno).

로 정의된다.

X 위의 등거리사상의 동역학적 성질을 논하기 위해 X의 자연스러운 가장

자리 구조를 다음과 같이 정의하겠다.

Definition 2.7. X 안의 점의 나열 (xn)n>0 X이 무한대로 향한다(converges

to infinity)는 것은 m,n→∞일 때 (xn, xm)o →∞라는 의미다. 두 나열 (xn),

(yn)이 같은 무한대 점으로 향한다(converging to the same infinity point)는

것은 m,n→∞일 때 (xn, ym)o →∞라는 의미다.

같은 무한대 점으로 향해 가는 나열의 동치류의 모임을 X의 Gromov 경계

(Gromov boundary)라고 부르며 ∂X로 나타낸다. X 안의 점의 나열 (xn)이

[(yn)] ∈ ∂X로 수렴한다는 것은 (xn)와 (yn)가 같은 무한대 점으로 향한다는

것을 의미한다.

g ∈ G의 X 위에서의 작용은 [(xn)] 7→ [(gxn)]라는 ∂X 위의 작용으로 이어

진다.

Definition 2.8. g가 X 위에서 한정된 궤도를 가지면 g가 타원적(ellliptic)

이라고 얘기한다. g가 타원적이지 않고 ∂X 위에서 유일한 고정점을 가질 때,

g를 포물적(parabolic)이라고 얘기한다. g가 ∂X 위에서 끌개(attractor) 하나

와 밀개(repeller) 하나, 총 두 개의 고정점을 가질 때 g를 쌍곡적(loxodromic)

이라고 얘기한다.

여기서 G가 정확히 타원적, 포물적, 쌍곡적 원소들로 분할된다는 사실이

성립한다. 더욱이, 쌍곡적인 원소들은 그 이동 거리가 양수다.
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Definition 2.9. X 위의 두 쌍곡적인 등거리사상 g, h가 독립적(indepen-

dent)이라는 것은 서로 겹치지 않는 고정점 집합을 가진다는 뜻이다.

다음 표기법은 측지적인 공간과 측지적이지 않은 공간의 경우를 통합하기

위한 것이다. X가 측지적이지 않을 때, X 위의 선분(segment) [x, y]는 X 안의

점 x, y를 묶은 순서쌍 γ = (x, y)를 일컫는 것이다. X가 측지적일 때는, x에서

y로 향하는 임의의 측지선 γ를 일컫는 것이다. 어느 경우에서든, x는 시작점

(initial point), y는종착점(terminal point)이라고부른다.여기서 [x, y]의길이

(length)는 d(x, y)로 정의된다. 선분들 γ = [x, y], η = [x,w] 및 점 z에 대해,

(y, z)x와 (y, w)x라는 값들을 각각 (γ, z)∗ 및 (γ, η)∗로 나타낸다.

2.2. Teichmuller 공간 이 항에서 X는 종수가 2 이상이고 방향이 주어질 수

있는 닫힌 곡면 Σ의 Teichmüller 공간 T (Σ)를 나타내고 d는 Teichmüller 거리

를 나타낸다.

Teichmüller의 정리에 의해 X는 단일 측지적인즉, 임의의 두 점은 유일한

측지선분으로 이을 수 있다. Teichmüller 측지선 및 이차 미분 형식(quadratic

differentials)에 관해서는 [IT12]와 [Hub16]를 참조하라.

X는 Gromov 쌍곡적이지 않다는 것이 알려져 있으나 [MW95], 그 등거리사

상군의동역학적인성질은쌍곡공간에서의것과닮아있다. T (Σ)의등거리사

상 군은 Σ의 사상류 군(mapping class group) Mod(Σ)이다([Roy71], [EK74a],

[EK74b]). Nielsen-Thurston분류는사상류들이주기적이거나(periodic),환원

가능하거나(reducible), 혹은 pseudo-Anosov이라는 사실을 얘기하는데, 여기

서 pseudo-Anosov 사상류들은 쌍곡 공간 위의 쌍곡적인 등거리사상에 대응한

다. 앞으로 pseudo-Anosov 사상류 또한 쌍곡적이라고 얘기할 것이다.

Thurston은 X에 자연스러운 가장자리 구조로서 Σ 위의 사영된 측도 달

린 엽층(projective measured foliation)들의 모임 PMF(Σ)를 생각했다(cf.

[FLP79]).쌍곡공간에서와같이, Mod(Σ)또한 PMF(Σ)에작용하고 pseudo-

Anosov 사상류들은 PMF(Σ) 위에서 고정점 두 개를 가진다. 이 고정점들을

이용해, Definition 2.9에서와 같이 독립적인 사상류들을 정의할 수 있다.

더 자세히 살펴 보면, pseudo-Anosov 사상류 [φ]의 PMF 위에서의 고정점
들은 단일 에르고딕(uniquely ergodic)하며 [φ]의 pseudo-Anosov 대표 사상 φ

에 대한 안정한/불안정한 엽층과 같다. 또한, 이 끝점들은 양방향으로 무한히

뻗은 Teichmüller 측지선으로 이을 수 있는데, 이 측지선은 [φ]의 작용에 의해

고정되며 [φ]의 이동 축(translation axis)라고 불린다. 이것을 [φ]로 잘랐을 때

의길이는 [φ]의이동길이와같으며 φ의늘임 계수(stretch factor)의로그값의

두 배이다.

X의 ε-굵은 영역, 즉 가장 짧은 extremal length가 ε 이상인 곡면들의 모임

을 X≥ε으로나타낸다. [Ker80]에서의 Kerckhoff의공식에의헤, ε′ = εe−2d(x,y)

이라 두면 x ∈ X≥ε은 y ∈ X≥ε′를 암시한다.
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X 위의 측지선분 γ : [0, L] → X와 γ′ : [0, L′] → X를 생각하자. 만약

|L − L′| < ε/2이고 t ∈ [0, L] ∩ [0, L′]일 때 d(γ(t), γ′(t)) < ε/2가 성립하면 γ

와 γ′가 ε-바짝 붙어간다(ε-fellow travel)고 얘기한다. 여기서 ε-바짝 붙어가는

측지선들은 Hausdorff 거리 ε 이내에 있음을 주목하라. 특히, 대응되는 끝점끼

리도 거리 ε 이내에 있다. 정의로부터 다음 사실들은 곧장 따라온다.

Fact 2.10. [x, y]와 [x′, y′]가 ε-바짝 붙어가고 [x′, y′]와 [w, z] ε′-바짝 붙어가

면, [x, y]와 [w, z]는 (ε+ ε′)-바짝 붙어간다.

Fact 2.11. x, y, z가 같은 측지선상에 있고 [x, z]와 [x′, z′]가 ε-바짝 붙어간다

고 하자. 그러면 [x, y]와 [x′, z′]는 [ε+ 2d(z, y)]-바짝 붙어간다.

Gromov 쌍곡 공간에서의 측지선들과 달리, Teichmüller space의 측지선들

은 대응되는 끝점끼리 가깝다고 해서 항상 바짝 붙어가는 것은 아니다. 그럼에

도, Rafi의 다음 정리들은 몇몇 구성 요소들이 ε-굵기만 하면 측지선들이 바짝

붙어간다는 것 혹은 측지선 삼각형 현상이 얇다는 것을 보장해 준다.

Theorem 2.12 ([Raf14, Theorem 7.1]). 양수 C > 0가 주어질 때마다 다음

성질을 만족시키는 상수 B(ε, C)를 잡을 수 있다: x, y ∈ X≥ε가

d(x, x′) ≤ C and d(y, y′) ≤ C,

를 만족시키면, [x, y]와 [x′, y′]는 B(ε, C)-바짝 붙어간다.

Theorem 2.13 ([Raf14, Theorem 8.1]). 다음 성질을 만족시키는 상수 C (ε)

와 D(ε)가 존재한다. 측지선 [x, y]이 길이 C (ε) 이상인 부분선분 γ ⊆ X≥ε을

포함하게끔 점 x, y, z ∈ X가 주어졌다고 하자. 그러면

min {d(w, [x, z]), d(w, [z, y])} < D(ε).

이 성립하는 점 w ∈ γ가 존재한다.

Lemma 2.14. X 위의 ε-굵은측지선분 [x, y]와점 z가주어졌다고하자.이때

M = max{d(p, y) : p ∈ [x, y], d(p, [y, z]) ≤ D(ε)}로 두면 다음이 성립한다:

(x, z)y ≤M + C (ε) + 2D(ε).

Proof. 최댓값 M이 점 p ∈ [x, y]에서 얻어진다고 하고, p′ ∈ [y, z]는 d(p, p′) ≤
D(ε)를만족하는점이라고하자.만약 d(x, p) ≤ C (ε)이라면, (x, z)y ≤ d(x, y) =

d(x, p) + d(p, y) ≤ C (ε) +M가 성립한다.

만약아니라면, p의왼쪽에있으면서 C (ε)보다긴 [x, y]의부분선분 [q1, q2]를

생각하겠다. 여기서 [q1, q2]는 ε-굵고 [y, z]에 D(ε)-가까운 [q1, q2] 위의 점은 없

다.따라서, Theorem 2.13는거리 D(ε)이내에있는점 q ∈ [q1, q2]와 q′ ∈ [x, z]
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가 존재한다는 것을 암시한다. 이로부터

(x, z)y =
1

2

[
(d(x, q) + d(q, p) +M) + (d(y, p′) + d(p′, z))− (d(x, q′) + d(q′, z))

]
≤ 1

2

[
(d(x, q) + d(q, p) +M) + (M + D(ε) + d(p′, z))

−(d(x, q)−D(ε) + d(p′, z)− 2D(ε)− d(p, q))

]
≤M + 2D(ε) + d(q1, p)

를 얻는다. 여기서 d(q1, p)의 최대 하한을 잡음으로써 원하던 결과를 얻는다.

�

2.3. 랜덤 워크

Definition 2.15. ν가 G 위의 이산 측도라고 하자. 이때 ν의 받침(support)

는 집합 {g,∈ G : ν(g) 6= 0}을 의미하며 supp ν로 나타낸다. supp ν가 생성하

는 준군(the semigroup generated by supp ν) 〈〈 supp ν 〉〉는 집합 {g1 · · · gn :

n ∈ N, gi ∈ supp ν}를 의미한다. ν가 초등적이지 않다(non-elementary)는 것

은 〈〈 supp ν 〉〉이 독립적인 쌍곡적인 원소 두 개를 가지고 있다는 뜻이고, ν가

산술적이지 않다(non-arithmetic)는 것은 적당한 N > 0에 대해, 이동 길이가

다른 두 원소가 supp νN에 포함된다는 뜻이다.

ν의 p번째 모멘트를

Eν [d(o, go)p] =

∫
d(o, go)p dν(g)

로 정의한다. 또한, 매개변수 K > 0에 대한 ν의 지수적 모멘트를

Eν [eKd(o,go)] =

∫
eKd(o,go) dν(g)

로 정의한다.

G 위의 측도 ν에 대해, ν를 n번 복제한 Gn 위의 곱측도(product measure)

를 νn으로 나타내고, ν을 n회 자기합성한 G 위의 합성측도를 ν∗n으로 나타낸

다. 곱공간 Gn 위의 확률변수 f = (f1, . . . , fn)에 대해, 합성 f1 · · · fn을 f∗로

나타낸다.

µ가 생성하는 G 위의 랜덤 워크는 다음과 같이 만들어진다. 배경 공간은 G

의 가산 곱 공간에 µ의 가산 곱 측도를 얹은 발걸음 공간(step space) (GZ, µZ)

이다. 각 발걸음 자취(step path) (gn)는

ωn =


g1 · · · gn n > 0

id n = 0

g−1
0 · · · g

−1
n+1 n < 0,

로 주어지는 G 위의 샘플 자취 (ωn)를 만들어 낸다. 이는 전이 확률(tran-

sition probability)가 µ인 랜덤 워크를 구성한다. 그러면 발걸음 공간 위에
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Bernoulli 옮김(Bernoulli shift) T : (gn)n∈Z 7→ (gn+1)n∈Z은 T : (ωn)n∈Z 7→
(ω−1

1 ωn+1)n∈Z를 유도한다. 이어, ǧn = g−1
−n+1 및 ω̌n = ω−n라는 표기법을

도입하겠다. ω̌n = ǧ1 · · · ǧn임과, (gn)n>0, (ǧn)n>0가 독립적임을 눈여겨 보라.

다음 조작은 나중에 등장할 Schottky 집합과 같이 사용될 것이다. n > 0

을 고정하고, Gn 위의 적당한 확률 측도 η, ν 및 상수 0 < α < 1 대해 µn =

αη + (1− α)ν가 성립한다고 가정하자. 이제 아래 확률 변수들을 모두 독립적

이게끔 잡자:

• P(ρi = 1) = α이고 P(ρi = 0) = 1− α인 Bernoulli 확률변수 ρi,

• η를 확률 분포로 가지는 ηi,

• ν를 확률 분포로 가지는 νi.

이를 이용해

γi =

{
νi ρi = 0일 때,

ηi ρi = 1일 때.

를 정의하면, γi는 i.i.d.이고 (γ1, . . . , γk)는 µnk를 확률 분포로 가진다. 또한,

각 i에 대해 (gn(i−1)+1, . . . , gni) = γi가 성립하게 하는 µ를 확률 분포로 가지는

i.i.d. gi를 잡을 수 있다.

앞으로의 논의에서, Ω는 ρi, νi, ηi, gi가 그 위에서 모두 가측(measurable)

이도록 하는 배경 확률 공간을 지칭한다. ω는 Ω의 원소를 나타내는 글자로

남겨둘 것이다. 또한 고정할 것은 다음과 같다:

• ωk := g1 · · · gk,
• N (k) :=

∑k
i=1 ρi,

• ϑ(i) := min{j ≥ 0 : N (j) = i}.

3. 목격과 정렬

δ-쌍곡 공간에서는, 점들 간의 Gromov 내적이 작다는 성질은 전이적이지

않다. 구체적으로, 각 i에 대해 (ai−1, ai+1)ai < C라고 해서 모든 i < j < k에

대해 (ai, ak)aj < C인 것은 아니다. 다만 만약 인접한 점들간의 거리가 떨어져

있다는가정이추가되면, i < j < k에대해 (ai, ak)aj < C+δ가성립한다.그럼

에도, Gromov내적이약간증가하는것은피할수없다.이런이유로우리는위

성질을 만족하는 점들의 ‘사슬’을 기록할 것이며 Gromov 내적은 필요해지는

순간에만 계산할 것이다. (자세한 사항은 [Gou21]을 참조하라)

Teichmüller공간에서는상황이더까다로워지는데,이를해결하기위해 Rafi

가 제시한 부분적인 쌍곡성을 이용할 것이다. 따라서 여기서는 잘 정렬된 굵은

측지선분들에게 ‘목격된’ 측지선들의 사슬을 기록할 것이다. 조금 더 복잡한 이

기록 방식은 주로 Teichmüller 공간을 위한 것이지만, δ-쌍곡 공간에도 적용할

수 있다. 그럼에도, δ-쌍곡 공간이 관심사인 독자들은 [Gou21]에 소개된 사슬

조건 및 중추 시점 구성을 사용해도 된다.
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앞에서 얘기한 바와 같이, X는 δ-쌍곡 공간 혹은 Teichmüller 공간을 가리

킨다. 전자의 경우, X의 모든 점은 모든 ε > 0에 대해 ε-굵다고 간주할 것이다.

후자의 경우, Subsection 2.2에서 정의된 개념들을 준용할 것이다.

Definition 3.1 (δ-쌍곡 공간에서의 목격). δ-쌍곡 공간 X, 상수 D > 0 및 X

위의선분 [x1, y1], . . ., [xn, yn], [x, y]를생각하자.이때, [x, y]가 ([x1, y1], . . . , [xn, yn])

에 의해 D-목격된다(D-witnessed by ([x1, y1], . . . , [xn, yn]))는 것은 다음을 뜻

한다:

(1) i = 1, . . . , n에 대해 (xi−1, xi+1)xi < D (x0는 x로, xn+1는 y로 둔다),

(2) i = 1, . . . , n에 대해 (yi−1, yi+1)yi < D (y0는 x로, yn+1는 y로 둔다),

(3) i = 1, . . . , n에 대해 (yi−1, yi)xi , (xi, xi+1)yi < D.

X 위의 선분 γ1, γ2가 같은 시작점 x를 가지고 (γ1, γ2)∗ < D를 만족시키면

두 선분은 (x ∈ X에서) D-붙여졌다(D-glued)고 얘기한다.

Definition 3.2 (Teichmüller 공간에서의 목격). Teichmüller 공간 X, 상수

D > 0 및 X 위의 측지선분 γ1, . . . , γm, η를 생각하자. 만약 η의 부분선분 η1,

· · · , ηm이 존재해 ηi−1이 ηi보다 먼저 등장하고 ηi와 γi가 D-바짝 붙어간다면,

η가 (γ1, . . . , γm)에 의해 D-목격된다(D-witnessed by (γ1, . . . , γm))고 한다.

X 위의 선분 γ1, γ2가 같은 시작점 x를 가지고 (γ1, γ2)∗ < D를 만족시키면

두 선분은 (x ∈ X에서) D-붙여졌다(D-glued)고 얘기한다.

x y
x1 y1

x2 y2

x3 y3

Figure 1. Teichmüller 공간에서의 D-목격. 여기서 [x, y]는

([x1, y1], [x2, y2], [x3, y3])에 의해 D-목격되고 있다.

다음 명제는 Gromov 부등식으로부터 바로 따라 나온다.

Lemma 3.3. δ-쌍곡 공간 X 위의 선분 [x, y]가 다른 선분들 ([x1, y1], . . .,

[xn, yn])에의해 D-목격된다고하자.만약각 [xi, yi]의길이가최소 3D+3δ+1

이라면, 각 0 ≤ i ≤ j ≤ k ≤ n+ 1에 대해 (xi, xk)xj , (yi, yk)yj < D + 2δ이다.

Lemma 3.4. 선분 [x, y]가 길이 3D+ 3δ+ 1 이상인 다른 선분들 ([xi, yi])
n
i=1

3D + 3δ + 1에 의해 D-목격된다고 하자. 그러면 다음이 성립한다:

d(x, y) ≥
n∑
i=1

d(xi, yi)− 3nD − 4nδ.



14 최인혁

Proof. X가 Teichmüller공간일때는바짝붙어가기의정의로부터결론을바로

얻는다. X가 δ-쌍곡 공간일 때는 다음이 성립한다:

d(x, y) = d(x0, x1) +

n∑
i=1

[d(xi, xi+1)− 2(x0, xi+1)xi ]

≥
n∑
i=1

d(xi, xi+1)− 2n(D + 2δ) ≥
n∑
i=1

d(xi, yi)− 3nD − 4nδ. �

다음 보조정리는 δ-쌍곡 공간에서 측지선 삼각형의 안쪽 크기가 항상 6δ

이하라는 사실로부터 따라 나온다. (참고: [BH13, Proposition III.H.1.22])

Lemma 3.5. X가 측지적이라고 하자. 만약 선분 [x0, y0]이 다른 선분 [x, y]

에 의해 D-목격되면 다음이 성립한다:

d(x, [x0, y0]), d(y, [x0, y0]) ≤ D + 6δ.

이제 ‘부분적인 목격’을 진짜 목격으로 승화시켜 주는 보조정리 두 개를 살

펴볼 것이다.

Lemma 3.6 (내적이 작으면 목격된다 I). 각 C, ε > 0에 대해, 다음을 만족시

키는 상수 D > C가 존재한다. 만약 x0, x1, y0, y1 ∈ X에 대해
(1) [x0, x1], [y0, y1]이 ε-굵고,

(2) (x0, y1)x1, (y0, x1)y1 < C이며,

(3) d(x1, y1) ≥ d(x0, x1), d(y0, y1), 3D

가 성립하면, [x0, y0]는 ([x0, x1], [y1, y0])에 의해 D-목격된다.

Proof. X가 δ-쌍곡 공간일 때는 D = C + δ + 1로 잡는다. 그러면

(x0, x1)y1 = d(x1, y1)− (x0, y1)x1 > 2C + δ + 1,

min{(x0, y0)y1 , (x0, x1)y1} − δ ≤ (x1, y0)y1 < C

로부터 (x0, y0)y1 < C + δ < D를 얻는다. 비슷한 이유로 (x0, y0)x1 < D이다.

X가 Teichmüller 공간일 때는 다음 상수들을 정의하겠다:

D1 = B(ε, C + C (ε) + 3D(ε)),

ε1 = εe−2D1

D2 = 2C + 2C (ε) + 6D(ε) + C (ε1) + 2D(ε1) + 1,

D = 2D(ε, 2D2) + C + 2D2.

먼저

(x1, y1)x0 = d(x0, x1)− (x0, y1)x1 ≥ d(x0, x1)− C
임을 관찰하자. Lemma 2.14에 의해, d(q, q′) ≤ D(ε) 및 d(x1, q) ≤ C+C (ε) +

2D(ε)를 만족시키는 점들 q ∈ [x0, x1] 및 q′ ∈ [x0, y1]가 존재한다. 이러면
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d(x1, q
′) ≤ C + C (ε) + 3D(ε)이고, [x0, x1]와 [x0, q

′]가 D1-바짝 붙어가며,

[x0, q
′]는 ε1-굵다.

이제 [x0, q
′]의 부분선분 [q1, q2]를

d(q1, q2) = C (ε1), d(q2, q
′) = C + C (ε) + 3D(ε) + D(ε1) + 1

가성립하게끔잡자(만약이것이불가능하면 d(x0, x1) ≤ d(x0, q
′)+d(q′, x1) ≤

D2이므로 {x0} ⊆ [x0, y0]와 [x0, x1]가 D-바짝 붙어간다). 그러면

d([q1, q2], [y0, y1]) ≥ d([q1, q2], y1)− d(y0, y1) = d(q2, y1)− d(y0, y1)

= d(q2, q
′) + d(q′, y1)− d(y0, y1)

≥ d(q2, q
′) + d(x1, y1)− d(x1, q

′)− d(y0, y1) > D(ε1)

임을 알 수 있다. 이를 고려하여 삼각형 4x0y0y1에 Theorem 2.13를 적용하

면, 거리 D(ε1) 이내에 있는 점 a ∈ [q1, q2]와 b ∈ [x0, y0]가 존재한다는 것

을 알 수 있다. 이때 d(b, x1) ≤ d(b, a) + d(a, q′) + d(q′, x1) ≤ D2가 성립한

다. 여기서 At the moment, d(x0, b
′) = d(x0, b)인 점 b′ ∈ [x0, y0]를 잡으면

d(b′, x1) ≤ d(b′, b) + d(b, x1) ≤ 2D2가 성립한다. 따라서 [x0, b
′]와 [x0, y0]가

D-바짝 붙어간다.

대칭적으로 생각하면, d(b′′, y0) = d(y1, y0)(이거나 b′′ = y0)인 점 b′′ ∈
[x0, y0]이존재하여 [b′′, y0]와 [y1, y0]가 D-바짝붙어간다.이제 [x0, b

′]가 [b′′, y0]

보다 먼저 등장한다는 것만 증명하면 된다. Fact 2.4에 의해, d(y1, [x0, x1]) ≥
(x0, x1)y1 ≥ d(x1, y1)− C가 성립한다. [x0, x1]와 [x0, b

′] 사이 Hausdorff 거리

가 D 이하이기에, d(y1, [x0, b
′]) ≥ d(x1, y1) − C − D > D임을 알 수 있다.

d(b′′, y1) < D이므로 b′′ /∈ [x0, b
′]이고 원하던 결론이 따라 나온다. �

Lemma 3.6는나중에초기방향전환을통해 (등거리사상)단어의이동길이

를 통제할 때 유용하게 쓰일 것이다. 그러나 그를 위해서는 먼저 중추 시점들을

정의해야하는데,이때는중간선분들의길이를통제할수없다.그렇기에,다음

보조정리를 대신 사용해야만 한다.

Lemma 3.7 (내적이 작으면 목격된다 II). 각 C, ε > 0에 대해, 다음을 만족

시키는 상수 D > C가 존재한다. 만약 X의 네 점 x0, x1, y0, y1에 대해

(1) [x0, x1], [y0, y1]가 ε-굵고,

(2) (x0, y1)x1, (x0, y0)y1 < C

가 성립하면, [x0, y0]는 ([x0, x1], [y1, y0])에 의해 D-목격된다.
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Figure 2. Lemma 3.7, 3.9, 3.10를 위한 모식도.

Proof. X가 δ-쌍곡 공간일 때는 D = 2C로 잡는다. 먼저

d(x0, y0) = d(x0, y1) + d(y1, y0)− 2(x0, y0)y1

= d(x0, x1) + d(x1, y1)− 2(x0, y1)x1 + d(y1, y0)− 2(x0, y0)y1

> d(x0, x1) + d(x1, y1) + d(y1, y0)− 4C

임을 관찰하자. 이는

2(x1, y0)y1 = d(x1, y1) + d(y1, y0)− d(x1, y0)

≤ d(x1, y1) + d(y1, y0)− [d(x0, y0)− d(x0, x1)] < 4C

및

2(x0, y0)x1 = d(x0, x1) + d(x1, y0)− d(x0, y0)

≤ d(x0, x1) + d(x1, y1) + d(y1, y0)− d(x0, y0) < 4C

를 암시한다.
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X가 Teichmüller 공간일 때는 다음 상수들을 정의하겠다:

D1 = B(ε, C + C (ε) + 3D(ε)),

ε1 = εe−2D1 ,

D2 = 4C + 3C (ε) + 9D(ε) + C (ε1) + 2D(ε1) + 1,

D = B(ε1, D2) + C +D1.

이전 보조정리에서와 같이, (x0, y0)y1 < C 및 (x0, y1)x1 < C라는 조건으로

부터 d(p′, y1), d(q′, x1) ≤ C + C (ε) + 3D(ε)를 만족하는 점들 p′ ∈ [x0, y0] 및

q′ ∈ [x0, y1]를 얻는다. 그러면 [p′, y0]와 [y1, y0]는 D1-바짝 붙어가며, [x0, q
′]와

[x0, x1]도 D1-바짝 붙어간다. [x0, q
′]이 ε1-굵다는 점을 유의하라.

이제 d(q1, q2) = C (ε1)이고 d(q2, q
′) = 3C+2C (ε)+6D(ε)+D(ε1)+1이도

록 하는 [x0, q
′]의 부분선분 [q1, q2]를 잡자(이것이 불가능한 경우 [x0, x1]는 길

이D3 이하이고 [x0, x1]와 {x0}는 D3-바짝 붙어간다). 만약 어떤 점 a ∈ [q1, q2]

과 b ∈ [y1, y0]가 서로 거리 D(ε1) 이내에 있다면, Fact 2.4에 의해

(x0, y0)y1 ≥ d(a, y1)− d(a, b) ≥ d(q2, q
′)−D(ε1) > C

를 얻어 모순이다. 그러므로, 그 대신 서로 거리 D(ε1) 이내에 있는 점 a ∈
[q1, q2] 및 b ∈ [x0, y0]를 얻는다. 이때

d(x0, b) ≤ d(x0, a) + d(a, b) ≤ d(x0, q2) + d(a, b)

≤ d(x0, q
′)− [3C + 2C (ε) + 6D(ε) + D(ε1) + 1]−D(ε1)

≤ d(x0, x1)− [2C + C (ε) + 3D(ε) + 1]

≤ d(x0, y1) + C − [2C + C (ε) + 3D(ε) + 1] ≤ d(x0, p
′)− 1.

가 성립한다. 따라서, [x0, b]는 [p′, y0]보다 먼저 등장한다. 또한, d(x1, b) ≤
d(x1, q

′) + d(q′, a) + d(a, b) ≤ D2로부터 [x0, b]와 [x0, x1]가 D-바짝 붙어간

다는 것을 알 수 있다. �

Lemma 3.7에서 만약 [x, y]가 ε-굵고 (z, y)x < C이면 [z, y]가 [x, y]에 의해

D-목격된다는 것 또한 알 수 있다. 이제 정렬됨의 정의를 소개할 것이다.

Definition 3.8 (정렬과 표시). 선분들의 나열들 (γi)
N
i=1, (ηi)

N
i=1이 (C,D)-정

렬되어 있다((C,D)-aligned)는 것은 다음 성질들이 성립한다는 뜻이다:

(1) 각 i = 1, · · · , N에 대해 γi와 η̄i는 어떤 점 pi에서 C-붙여져 있고,

(2) 각 i = 2, · · · , N에 대해, [pi−1, pi]는 (γi−1, ηi)에 의해 D-목격되고 있

다.

(C,D)-정렬된선분들의나열들 (γi)
N
i=1, (ηi)

N
i=1이주어졌을때,또다른선분

[x, y]이 (γi), (ηi)에 의해 (C,D)-표시되어 있다((C,D)-marked with)는 것은,

(η1, x)∗ < C 및 (γ̄N , y)∗ < C가 성립한다는 뜻이다. 이때, [p1, y]는 (γi)
N
i=1,
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(ηi)
N
i=2에 의해 (C,D)-머리부터 표시되어 있다((C,D)-head-marked)고 얘기

한다. 비슷한 측면에서, [x, pN ]는 (γi)
N−1
i=1 , (ηi)

N
i=1에 의해 (C,D)-꼬리부터

표시되어 있다((C,D)-tail-marked)고 하고, [p1, pN ]는(γi)
N−1
i=1 , (ηi)

N
i=2에 의해

완전히 (C,D)-표시되어 있다(fully (C,D)-marked)고 한다.

η1 γ1 η2 γ2

p1

p2
x

η3 γ3 η4 γ4

p3

p4

y

Figure 3. 정렬과 표시. 여기서 (γi)
4
i=1와 (ηi)

4
i=1는 D-정렬되

어 있고 [x, y]는 (γi)
4
i=1, (ηi)

4
i=1에 의해 (C,D)-표시되어 있다.

또한, [p1, y]는 (γi)
4
i=1와 (ηi)

4
i=2에 의해 (C,D)-머리부터 표시

되어있다고말한다.비슷한측면에서, [x, p4]는 (γi)
3
i=1, (ηi)

4
i=1

에 의해 (C,D)-표시되어 있다고 한다.

이 정의의 목적은 점들이 정렬된 방식을 누적해 나가, 다음 보조정리들을

활용해 Gromov 내적을 추정할 수 있도록 하는 것이다.

Lemma 3.9 (작은내적은전염된다). 각 D, ε > 0에대해,다음성질을만족시

키는 상수 E,L > D가 존재한다. X≥ε 위의 점 x, y, z ∈ X≥ε과, 길이 L 이상인

ε-굵은 선분 γ1, γ2, η가 주어졌다고 하자. 또 γ̄2와 η 가 D-붙여졌다고 가정

하자. 만약 [x, y]가 (γ1, γ2)에 의해 D-목격되고 [y, z]가 η에 의해 E-목격되고

있으면, [x, z]는 γ1에 의해 E-목격된다.

Proof. γ̄2, η가 y′ ∈ X에서 붙여졌다고 하고 γ1 = [x0, y0]로 두자.

만약 X가 δ-쌍곡 공간일 때는 E = D + 4δ 및 L = 4D + 6δ + 1로 잡는다.

먼저
(η, z)∗ ≥ L− (η̄, z)∗ ≥ L− E ≥ D + 2δ + 1,

(γ̄2, y0)∗ ≥ L− (γ2, y0)∗ ≥ L−D ≥ D + 2δ + 1.

임을 관찰하라. 이와 함께 Gromov 부등식

min{(γ̄2, y0)∗, (y0, η)∗} − δ ≤ (γ̄2, η)∗ ≤ D

을 고려하면 (y0, η)∗ ≤ D + δ를 얻고,

min{(η, z)∗, (z, y0)y′} − δ ≤ (η, y0)∗ ≤ D + δ

로부터 (z, y0)y′ ≤ D + 2δ를 얻는다. 그러면 Fact 2.2는

(y, z)y0 = d(y0, y
′) + (y, z)y′ − (y, y0)y′ − (z, y0)y′

≥ d(y0, y
′)− 2D − 2δ ≥ L− 3D − 2δ ≥ D + 3δ + 1
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임을 암시한다. 그러므로, Lemma 3.3의 결과인

min{(x, z)y0 , (z, y)y0} − δ ≤ (x, y)y0 ≤ D + 2δ

로부터 (x, z)y0 ≤ D + 3δ임을 얻는다. 또한

(γ̄1, x)∗ ≥ L− (γ1, x) ≥ L−D ≥ D + 4δ + 1

이므로 (γ̄1, z)∗ ≤ D + 4δ를 얻는다. 이는 다시금

(γ1, z)∗ ≥ L− (γ̄1, z)∗ ≥ L−D − 4δ ≥ D + δ + 1

를 암시한다. 가정에 의해 (x, γ1)∗ ≤ D이므로, (x, z)x0 ≤ D + δ를 얻는다.

이제 X가 Teichmüller 공간인 경우를 생각하자. 이때는 다음 상수들을 잡는

다:

ε1 = εe−2D,

E = B(ε1,D(ε1)) +D,

L = 4D + 2E + C (ε1) + 2D(ε1) + 2.

이제 [p, p′]와 γ1가D-바짝붙어가고, [q, q′]와 γ2가D-바짝붙어가고, [p, p′]가

[q, q′]보다 먼저 등장하도록 점 p, p′, q, q′ ∈ [x, y]를 잡자. 여기서 d(y′, q′) < E

이고 [p, p′], [q, q′] 모두 ε1-굵다는 점을 유의하라. d(q′, q) ≥ L − D이므로,

d(q′, q1) = 3D + 2E + D(ε1) + 1 및 d(q1, q2) = C (ε1)가 성립하게 하는 [q′, q]

의 부분선분 [q1, q2]를 잡을 수 있다.

이제 서로 거리 D(ε1) 이내에 있는 점들 a ∈ [q1, q2] 및 b ∈ [y, z]가 존재한

다고 가정해 보자. 그러면

d(y, y′) + E ≤ d(y, y′) + [3D + E + D(ε1) + 1]−D −D(ε1)

≤ [d(y, y′)− d(y′, q′)] + d(q′, q1)−D(ε1)

≤ d(y, q′) + d(q′, a)−D(ε1)

≤ d(y, a)− d(a, b) ≤ d(y, b) ≤ d(y, a) + d(a, b)

≤ d(y, q′) + d(q′, a) + D(ε1)

≤ d(y, y′) + d(y′, q′) + d(q′, q2) + D(ε1)

≤ d(y, y′) + [3D + E + D(ε1) + 1] +D + D(ε1) ≤ d(y, y′) + L− E

이 성립할 것이다. 이는 b가 η에 E-바짝 붙어가는 [y, z]의 부분선분에 속한다

는 뜻이고, 적당한 b′ ∈ η에 대해 d(b, b′) ≤ E가 성립한다. 비슷한 의미에서,

d(a, a′) ≤ D인 점 a′ ∈ γ2가 존재한다. 그러면 Fact 2.4로부터

(γ̄2, η)∗ ≥ d(y′, a′)− d(a′, b′)

≥ [d(q′, q1)− d(y′, q′)− d(q1, a)− d(a, a′)]− [d(a′, a) + d(a, b) + d(b, b′)]

≥ d(q′, q1)− 2D − 2E − C (ε1)−D(ε1) > D
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라는 모순을 얻는다. 그러므로, 대신 서로 거리 D(ε1) 이내에 있는 점들 a ∈
[q1, q2] 및 b ∈ [x, z]가 존재한다. 그러면 [x, b]와 [x, a]는 B(ε1,D(ε1))-바짝 붙

어간다. γ1에 D-바짝붙어가는 [p, p′]를 [x, a]가부분선분으로가지고있으므로,

[x0, b]의 적당한 부분선분과 γ1는 E-바짝 붙어간다. �

Lemma 3.10 (중간 부분의 목격). 각 E, ε > 0에 대해, 다음을 만족하는

상수들 F,L > E이 존재한다. X≥ε 위의 점 x, y, y′, z와, y′에서 E-붙여진 길

이 L 이상의 ε-굵은 선분들 γ, γ′가 주어졌다고 하자. 만약 [y, x]가 γ에 의해

E-목격되고 [y, z]가 γ′에 의해 E-목격되고 있으면, [x, z]는 γ̄ 및 γ′에 의해

F -목격된다. 특히, |(x, z)y − d(y, y′)| < F가 성립한다.

Proof. X가 δ-쌍곡 공간일 때는 F = 2E + 3δ 및 L = 2E + 6δ + 1로 잡고,

γ′ = [y′, z′]라고 두자. 먼저

(γ′, z)∗ ≥ L− (γ̄′, z)∗ ≥ L− E ≥ E + 3δ + 1,

(γ, x)∗ ≥ L− (γ̄, x)∗ ≥ L− E ≥ E + 2δ + 1.

임을 관찰하자. 여기서 두번째 부등식은 Gromov 부등식

min{(γ, x)∗, (γ
′, x)∗} − δ ≤ (γ′, γ)∗ ≤ E,

에 결합되어 (γ′, x)∗ ≤ E + δ를 내놓는다. 그러면 첫번째 부등식은

min{(x, z)y′ , (z, γ′)∗} − δ ≤ (x, γ′)∗ ≤ E + δ,

에 결합되어 (x, z)y′ ≤ E + 2δ를 내놓는다. 이제 Fact 2.2는

(x, z)z′ = (x, z)y′+d(z′, y′)−(x, z′)y′−(z, z′)y′ = (x, z)y′+(γ′, x)∗−(γ′, x)∗ ≤ 2E+3δ

를 암시한다. 결론적으로, [x, z]가 γ′에 의해 F -목격된다는 것을 알 수 있다.

비슷한 이유로 [z, x]가 γ̄에 의해 F -목격된다는 것을 알 수 있다.

X가 Teichmüller 공간일 때는 다음 상수들을 잡겠다:

ε1 = εe−2E ,

L = 7E + C (ε1) + 2D(ε1) + 2,

F1 = B(ε1, 5E + C (ε1) + 2D(ε1) + 1),

F = F1 + 2E.

이제 [q, q′]와 γ̄가 E-바짝 붙어가게끔 [x, y] 위의 점 q, q′를 잡자. 이때 [q, q′]이

ε1-굵다는것을유의하라. d(q′, q) ≥ L−E이므로, d(q′, q1) = 5E+D(ε1)+1및

d(q1, q2) = C (ε1)이 성립하게 하는 [q′, q]의 부분선분 [q1, q2]을 잡을 수 있다.
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여기서 서로 거리 D(ε1) 이내에 있는 점들 a ∈ [q1, q2] 및 b ∈ [y, z]가 존재

한다고 가정해 보자. 그러면

d(y, y′) + E ≤ d(y, y′) + [5E + D(ε1) + 1]− E −D(ε1)

≤ [d(y, y′)− d(y′, q′)] + d(q′, q1)−D(ε1)

≤ d(y, q′) + d(q′, a)−D(ε1)

≤ d(y, a)− d(a, b) ≤ d(y, b) ≤ d(y, a) + d(a, b)

≤ d(y, q′) + d(q′, q2) + D(ε1)

≤ d(y, y′) + d(y′, q′) + d(q′, q2) + D(ε1)

≤ d(y, y′) + [5E + C (ε1) + D(ε1) + 1] + E + D(ε1) ≤ d(y, y′) + L− E

이성립할것이다.이는 b가 η에 E-바짝붙어가는 [y, z]의부분선분에속한다는

뜻이고, 적당한 b′ ∈ η에 대해 d(b, b′) ≤ E가 성립할 것이다. 비슷한 의미에서,

d(a, a′) ≤ E인 점 a′ ∈ γ2가 존재한다. 그러면 Fact 2.4로부터

(γ, γ′)∗ ≥ d(y′, a′)− d(a′, b′)

≥ [d(q′, q1)− d(q′, y′)− d(q1, a)− d(a, a′)]− [d(a′, a) + d(a, b) + d(b, b′)]

≥ d(q′, q1)− 4E − C (ε1)−D(ε1) > E

라는 모순을 얻는다. 그러므로, 대신 서로 거리 D(ε1) 이내에 있는 점들 a ∈
[q1, q2] 및 b ∈ [x, z] 가 존재한다. 그러면

d(b, q′) ≤ d(b, a) + d(a, q′) ≤ 5E + C (ε1) + 2D(ε1) + 1

이므로 [x, b]와 [x, q′]는 F1-바짝 붙어간다. [q, q′] ⊆ [x, q′]와 γ̄가 E-바짝 붙

어가므로, [x, b]의 적당한 부분선분과 γ̄가 F -바짝 붙어간다는 결론이 나온다.

비슷한 이유에서, [x, z]는 γ를 F -바짝 붙어간다.

두 경우 모두에서 (x, y)y′ < E, (y, z)y′ < E 및 (z, x)y′ < F가 성립한다.

그러면 Fact 2.4는 다음 결론을 의미한다:

d(y, y′)− F ≤ d(y, y′)− 2E

≤ (x, z)y = (x, z)y′ + d(y, y′)− (x, y)y′ − (z, y)y′

≤ d(y, y′) + F. �

마침내, Lemma 3.4와 Lemma 3.10를 결합하면 다음 결론을 얻는다.

Corollary 3.11. 상수 C,M, ε > 0에 대해,

• D = D(ε, C)를 Lemma 3.7에서와 같이,

• E = E(ε,D), L1 = L(ε,D)를 Lemma 3.9에서와 같이,

• F = F (ε, E), L2 = L(ε, E)를 Lemma 3.10에서와 같이
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정의하자. 이와 함께 X≥ε 위의 점들 (pi)
N+1
i=0 과 선분들 (γi)

N
i=1, (ηi)

N
i=1을 생각

하자. 만약:

(1) γi, ηi의 길이가 max(L1, L2,M + 6D + 2F + 8δ + 1) 이상이고,

(2) (γi)
N
i=1, (ηi)

N
i=1가 (pi)

N
i=1에서 붙여진 (C,D)-정렬된 선분들이고,

(3) [p0, pN+1]가 (γi), (ηi)에 의해 (C,D)-표시되어 있다

고 가정하면, 다음이 성립한다:

(1) 0 ≤ i ≤ N에 대해 d(pi, pi+1) ≥M + 2F이고,

(2) 0 ≤ i < j < k ≤ N + 1에 대해 [pi, pk]가 γj, ηj에 의해 F -목격되고,

(3) 0 ≤ i < j < k ≤ N + 1에 대해 (pi, pk)pj < F for 0 ≤ i < j < k ≤
N + 1이며,

(4) 0 ≤ i ≤ j ≤ N에 대해 d(pi, pj+1) ≥ d(pi, pj) +M이다.

Lemma 3.12 (목격자 베껴오기). 각 F, ε > 0에 대해, 다음을 만족하는 상수

들 G,L > F이 존재한다. X≥ε 위의 점들 x, y, z, p1, p2에 대해

(1) [p1, p2]이 길이 L 이상인 ε-굵은 선분이고,

(2) [x, y]가 [p1, p2]에 의해 F -목격되고,

(3) (x, z)y ≥ d(p1, y)− F
이면, [z, y]는 [p1, p2]에 의해 G-목격된다.

Proof. X가 δ-쌍곡 공간일 때는, G = 3F + 2δ 및 L = 4F + 3δ + 1로 잡는다.

먼저

(x, z)p2 ≥ (x, z)y − d(y, p2) ≥ d(y, p1)− d(y, p2)− F ≥ d(p1, p2)− 3F

임을 주목하라. 또한

(x, p1)p2 = d(p1, p2)− (x, p2)p1 ≥ d(p1, p2)− F

이 성립한다. 이들을 결합하면

(z, p1)p2 ≥ d(p1, p2)− 3F − δ ≥ F + δ + 1,

(z, p2)p1 = d(p1, p2)− (z, p1)p2 ≤ 3F + δ

를얻는다.여기서 (p2, y)p1 ≥ d(p1, p2)−F ≥ 3F+2δ+1이므로, we (z, y)p1 ≤
3F + 2δ임을 알 수 있다. 또한, (p1, y)p2 ≤ F 및 (z, p1)p2 ≥ F + δ + 1로부터

(z, y)p2 ≤ F + δ를 얻는다.

X가 Teichmüller 공간일 때는 다음 상수들을 잡겠다:

ε1 = εe−2F ,

L = 3F + D(ε1) + C (ε1) + 1,

G1 = B(ε1,D(ε1)) + 2L,

G = G1 + F.



중심극한정리 및 측지선 따라가기 23

[p1, p2]에 의해 F -목격되는 [x, y]의 부분선분 [x′, y′]를 생각하자. 여기서

(x, z)y ≥ d(x′, y) − 2F 및 d(x′, y′) ≥ L − F ≥ 2F + D(ε1) + C (ε1) + 1가

성립함을유의하라.이로부터 d(x′, x′′) = 2F +D(ε1)+1및 d(x′′, y′′) = C (ε1)

가 성립하게 하는 [x′, y′]의 부분선분 [x′′, y′′]가 존재함을 알 수 있다. 만약 서로

거리 D(ε1) 이내에 있는 점들 a ∈ [x′′, y′′] 및 b ∈ [x, z]가 존재한다면, Fact 2.2

에 의해

(y, z)x ≥ d(a, x)− d(a, b) ≥ d(x, x′) + d(x′, x′′)−D(ε1) ≥ d(x, x′) + 2F + 1

가 성립할 것이다. 이는

d(x, y) = (y, z)x + (x, z)y > d(x, x′) + d(x′, y) = d(x, y),

라는 모순을 암시한다. 그러므로, 대신 서로 거리 D(ε1) 이내에 있는 점들 a ∈
[x′′, y′′] 및 b ∈ [y, z]가 존재한다. 그러면 [a, y]와 [b, y]는 B(ε1,D(ε1))-바짝

붙어간다. 여기서

d(x′, a) ≤ d(x′, y′′) ≤ 2F + D(ε1) + C (ε1) + 1

가 성립하므로, [x′, y]와 [b, y]는 G1-바짝 붙어간다. 더하여 [x′, y′] ⊆ [x′, y] 및

[p1, p2]가 F -바짝 붙어가므로 원하던 결론을 얻을 수 있다. �

4. 중추 시점

4.1. Schottky 집합과 중추 이 절 내내 독립적인 X의 쌍곡적 등거리사상 두

개 a, b를 고정하겠다. 먼저 [BMSS20]에서 영향을 받은 [Gou21]에서의 Schot-

tky 집합의 정의를 상기하자.

Definition 4.1 (cf. [Gou21, Definition 3.11]). 상수 K,K ′, ε > 0를 고정했

을 때, X의 등거리사상으로 이루어진 유한 집합 S이 (K,K ′)-Schottky하다는

것은 다음이 성립한다는 것을 의미한다:

(1) 각 x, y ∈ X마다 |{s ∈ S : (x, siy)o ≥ K for some i > 0}| ≤ 2이고,

(2) 각 x, y ∈ X마다 |{s ∈ S : (x, siy)o ≥ K for some i < 0}| ≤ 2이며,

(3) 각 s ∈ S 및 i 6= 0마다 d(o, sio) ≥ K ′이다.

X가 Teichmüller 공간일 경우, S가 (K,K ′, ε)-Schottky라는 다음 조건이 추

가로 성립한다는 뜻이다:

(4) 각 s ∈ S 및 i ∈ Z에 대해, 측지선 [o, sio]이 ε-굵다.

Schottky 집합의 부분집합은 여전히 Schottky 집합임을 주목하라. 이제 이

항의 핵심 결과를 소개하겠다.

Proposition 4.2 (cf. [Gou21, Proposition 3.12]). 상수 K, ε > 0가 존재하여,

임의의 상수 K ′ > 0에 대해, {w1 · · ·wn : wi ∈ {a, b}} 안에 크기 310 이상인
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(K,K ′)-Schottky집합이존재하도록정수 n을잡을수있다. X가 Teichmüller

공간일 때는 이것이 (K,K ′, ε)-Schottky 집합이 되도록 잡을 수 있다.

δ-쌍곡 공간의 경우 Proposition 4.2의 증명은 [Gou21]에 주어져 있다. 이제

X가 Teichmüller 공간인 경우를 생각하자. S0 = {a, a−1, b, b−1}로 두겠다.

Lemma 4.3 (cf. [BCK21, Lemma 4.7]). 각 φ ∈ S0에대해 {φio}ni=0와 [o, φno]

사이 Hausdorff 거리가 M1 이하인 상수 M1 > 0이 존재한다. 그 결과로, 모든

n ∈ Z에 대해 [o, φno]이 ε0-굵게 되는 상수 ε0 > 0가 존재한다.

Lemma 4.4. 다음을 만족시키는 상수 M2가 존재한다:

(1) 각 m ≥ 0 및 n ≤ 0마다 (amo, ano)o, (b
mo, bno)o ≤M2이며,

(2) 각 n,m ∈ Z마다 (ano, bmo)o ≤M2이다.

Proof. M2 ≥ 3 max{d(o, (axis of φ)) : φ ∈ S0}로 잡으면 첫번째 항목은 만족
시킬 수 있다. 이제 두번째 항목에 대한 주장이 틀렸다고 가정해 보자. 그러면

(anio, bmio)o > i를만족하는 ni, mi ∈ Z이존재해야한다.그러면적당한부분

열을 취함으로써, Lemma 2.14는 d(pi, qi) < D(ε)이고 d(o, pi) ≥ i이도록 하는
점들 pi ∈ [o, anio] 및 qi ∈ [o, bmio]이 존재함을 보장해 준다. 역시 적당한 부분

열을 취함으로써, Lemma 4.3는 d(akio, blio) ≤ D(ε) + 2M1이고 d(o, akio) ≥ i
이도록 하는 수열 ki, li이 존재함을 보장해 준다. [KM96]의 Lemma 1.4.2에

의해, 이는 akio 및 blio가 같은 가장자리 점으로 수렴함을 암시하는데, a와 b는

독립적이라고 가정했기에 모순이다. �

Proof of Proposition 4.2. M ′ = max(M1,M2)을 고정하고 다음 상수들을 잡

겠다:

• D0 = D(C = M ′, ε0)를 Lemma 3.7에서와 같이,

• E0 = E(D = D0, ε0), L0 = L(D = D0, ε0)를 Lemma 3.9에서와 같이,

• F0 = F (E = E0, ε0), L1 = L(E = E0, ε0)를 Lemma 3.10에서와 같이,

• G0 = G(F = F0, ε0), L2 = L(F = F0, ε0)를 Lemma 3.12에서와 같이,

• G1 = G(F = G0, ε0) L3 = L(F = G0, ε0)를 Lemma 3.12에서와 같이,

• F1 = 2F0 +G1 + 2M ′ + 1로,

• F2 = F (E = G0, ε0)를 L4 = L(E = G0, ε0)를 Lemma 3.10에서와

같이,

• L5 = max(L0, L1, L2, L3, L4, 6D0 + 2F0 + F1 + F2 + 8δ + 2)로.

쌍곡적 등거리사상들 a, b의 이동 길이가 양수이므로, 모든 φ ∈ S0 및 n ≥
N에 대해 d(o, φno) > L5이도록 하는 N이 존재한다. (o, φNo)φNo = 0 및

(o, φ2No)φNo ≤ M ′가 성립함을 주목하라. 따라서, Lemma 3.7는 [o, φ2No]가

([o, φNo], [φNo, φ2No])에 의해 D0-목격된다는 것을 암시한다.
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φ−1
i 6= φi+1이게 잡은 나열 (φi) ∈ SZ

0에 대해,

wi = φ2N
1 · · ·φ2N

i , vi = wi−1φ
N
i

와 같이 정의하겠다.

여기서 [o, wmo]가 ([wio, vi+1o])
m−1
i=0 and ([vio, wio])

m
i=1에의해완전히(C0, D0)-

표시되어 있음을 주목하라. 그러면 Corollary 3.11에서와 같이, Lemma 3.9 및

Lemma 3.10는 [o, wmo]가 [o, v1o], [v1o, w1o], . . ., [v10o, w10o]에 의해 F0-목

격된다는 것을 암시한다. 그 결과로, ε1 = ε0e
−8F0에 대해 [o, wmo]는 ε1-굵다.

또한,

(4.1)

d(o, wi+1o) = d(o, wio) + d(wio, wi+1o)− 2(o, wi+1o)wio

≥ d(o, wio) +

[
d(wio, vi+1o) + d(vi+1o, wi+1o)

−2(wio, wi+1o)vio

]
− 2F0

≥ d(o, wio) + 2d(o, φNi+1o)− 2M ′ − 2F0

≥ d(o, wio) + d(o, φNi+1o) + F1 ≥ d(o, vi+1o) + F1

가 각 i ≥ 0에 대해 성립한다. 특히, 마지막 두번째 부등식은 d(o, wio) ≥ F1i를

암시한다.

이제

S′ = {g1, . . . , g210} = {φ2N
1 · · ·φ2N

10 : φi ∈ {a, b}},

V (g±i ) = {x ∈ X : (x, g±2
i o)o ≥ d(o, g±1

i o)− F1},

V ′(g±i ) = {x ∈ X : (x, g±2
i o)o ≥ d(o, g±1

i o)}

를 정의하자. 첫번째로 살펴볼 주장은 V (g+
1 ), . . . , V (g+

210), V (g−1 ), . . . , V (g−
210)

가 모두 겹치지 않는다는 것이다. 이를 증명하기 위해, h1 = φ2N
1 · · ·φ2N

10 과

h2 = ψ2N
1 · · ·ψ2N

10 가 {g1, . . . , g210 , g−1
1 , . . . , g−1

210} 안의 서로 다른 원소라고 하
자. 다시 말해, i < t에 대해 φi = ψi이나 φt+1 6= ψt+1인 t ∈ {0, . . . , 9}가
존재한다는 것이다. 만약 어떤 x가 V (h1) ∩ V (h2)에 속한다면, Inequality 4.1

에 의해

(x, h2
1o)o ≥ d(o, w10o)− F1 ≥ d(o, wt+1o)− F1 ≥ d(o, vt+1o)

이 성립하고 비슷한 이유로 (x, h2
2o)o ≥ d(o, wtψ

N
t+1o)이다. [o, h2

1o] ([o, h2
2o])가

[wto, vt+1o] ([wto, wtψ
N
t+1o])에의해 F0-목격되고있으므로, [o, x]가 [wto, vt+1o]

및 [wto, wtψ
N
t+1o]에의해 G0-목격되고있다.그러면 Lemma 3.10에의해, [x, x]

는 [wto, vt+1o]에 의해 F2-목격된다는 결론을 얻게 되는데, [wto, vt+1o]의 길이

가 F2보다 큰 L5 이상이므로 이는 불가능하다.
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다음으로 살펴볼 주장은 x /∈ V (g−i )이면 g2
i x ∈ V ′(gi)이라는 것이다. 실제

로, Corollary 3.11는 (o, g2
i o)gio ≤ F0 ≤ F1/2가 성립함을 알려 주는데, 이는

(g2
i x, g

2
i o)o = (x, o)g−2

i o = d(o, g−2
i o)− (x, g−2

i o)o

≥ d(o, g2
i o)− d(o, gio) + F1 ≥ d(o, gio)

를 암시한다.

이를 반복해 적용하면, k > 0일 때 g2k
i x ∈ V ′(gi)임을 알 수 있다. 비슷한

이유로, x /∈ V (gi)이면 각 k > 0에 대해 g−2k
i x ∈ V ′(g−i )가 성립한다.

이제 x, y ∈ X 및 k > 0가주어졌다고하자. {V (g+
i ), V (g−i )}가모두서로겹

치지 않으므로, y ∈ V (g−i )는 기껏해야 한 gi ∈ S′에 대해 성립하고 x ∈ V (g+
j )

또한 기껏해야 한 gj ∈ S′에 대해 성립한다. 만약 s = φ2N
1 · · ·φ2N

10 ∈ S′가 그
둘 중 어느 것과도 같지 않다면,

(x, s2o)o < d(o, so)− F1, (s2ky, s2o)o ≥ d(o, so)

가 성립한다. [o, s2o]가 [sφ−N10 o, so]에 의해 F0-목격되므로, 이는 [o, s2ky]가

[sφ−N10 o, so]에 의해 G0-목격된다는 것을 암시한다. 이제 만약 (x, s2ky)o >

d(o, so)라고 가정하면, [o, x] 역시 [sφ−N10 o, so]에 의해 G1-목격된다. 그러면

Fact 2.4는

(x, s2o)o ≥ d(o, so)− (G1 + F0) ≥ d(o, so)− F1

라는 모순을 암시한다. 그러므로 모든 k > 0에 대해 (x, s2ky)o ≤ d(o, so)가

성립한다.

비슷하게, 만약 s가 y ∈ V (g+
i )인 gi와 같지 않고 x ∈ V (g−j )인 gj와도 같지

않으면, 모든 k > 0에 대해 (x, s−2ky)o ≤ d(o, s−1o)이다. 그러므로, ε = ε1,

K = maxgk∈S′ d(o, gko) 및 아무 i > K ′/F1에 대해 S = {gik : gk ∈ S′}로 잡을
수 있다. �

이 증명에서, 사실 조금 더 강한 결론을 얻을 수 있다. 각 x ∈ X에 대해,

|{s ∈ S : (x, sio)o ≥ K를 만족시키는i > 0이 존재함}| ≤ 1 및 |{s ∈ S :

(x, sio)o ≥ K를 만족시키는i > 0이 존재함}| ≤ 1이 성립한다. 이는 o가 그

어느 V (g±i )에도 속하지 않기 때문이다.

C0 = K and ε를 Proposition 4.2의 결론에서 얻은 뒤 다음 상수들을 잡자:

• Lemma 3.6에서와 같이 D1 = D(C = C0, ε)를;

• Lemma 3.7에서와 같이D2 = D(C = C0, ε)를;

• D0 = max(D1, D2);

• Lemma 3.9에서와 같이 E0 = E(D = D0, ε), L1 = L(D = D0, ε)를;

• Lemma 3.10에서와 같이 F0 = F (E = E0, ε), L2 = L(E = E0, ε)를;

• Lemma 3.7에서와 같이 D3 = D(C = F0, ε)를;
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• Lemma 3.12에서와 같이 G0 = G(F = 2F0, ε), L3 = L(F = 2F0, ε)를;

• Lemma 3.10에서와 같이 F1 = F (E = G0, ε), L2 = L(E = G0, ε)를;

• F2 = B(ε, 2F0) + 2F0 + 12δ;

• L0 = max(L1, L2, L3, 16D0 + 8F0 + 2G0 + 16δ + 2, 4D3).

〈〈 suppµ 〉〉 안에 독립적인 쌍곡적 등거리사상 두 개 a, b가 존재함을 기억하라.

이를 적당히 제곱하여, a, b ∈ suppµn가 성립하는 공통된 n이 존재한다고 가

정할 수 있다. Proposition 4.2에 따르면, 크기 310 이상인 (C0, L0, ε)-Schottky

집합 S0가 suppµN 안에 존재하게끔 하는 N이 존재한다. 이 a, b,N, S0들을

앞으로 계속 고정하겠다. 각 g ∈ G, s ∈ S0 및 i ∈ {±1,±2}에 대해, [go, gsio]

형태의 선분을 Schottky 선분이라고 부르고, 이들의 길이 중 최댓값을M으로

나타내겠다.

4.2. 중추 시점 먼저 Schottky 집합의 S0 크기 305 이상인 부분집합 S를 고정

하고 시작하겠다. 다음 정의는 [Gou21]에 소개된 것을 변형한 것이다. 주요한

차이는 뒷걸음질(backtracking)에서 발생하지만, 대부분의 증명들은 [Gou21]

의 것과 같다.

Lemma 4.9에서를 제외하고 이 항 내내 G 안의 등거리사상들 {wi}∞i=0,

{vi}∞i=1을 고정하고, w+
0,2 = id로 두겠다. 각 i ≥ 1에서 다음으로 이루어진

자취를 고려하겠다:

w−i,2 = w+
i−1,2wi−1, w−i,1 = w−i,2ai, w−i,0 = w−i,2a

2
i ,

w+
i,0 = w−i,2a

2
i vi, w+

i,2 = w−i,2a
2
i vib

2
i .

또 이들로 o를 이동시킨 지점 y±i,t = w±i,to를 고려하겠다. 여기서 ai, bi는 S에서

균등 측도를 기준으로 뽑혀 s = (a1, b1, · · · , an, bn)로 기록된다. 이제 중추 시

점 집합 Pn 및 유동점 zn을 귀납적으로 정의하겠다. 먼저 P0 = ∅ 및 z0 = o로

둔다. 이제 Pn−1 및 zn−1이 주어졌을 때, Pn 및 zn는 다음을 통해 결정된다.

(1) 만약 i = 0, 1에 대해 (zn−1, y
−
n,i)y−n,2

< C0이고 (y+
n,0, y

−
n+1,2)y+

n,2
< C0

인 경우, Pn = Pn−1 ∪ {n} 및 zn = y+
n,0로 둔다.

(2) 그렇지 않은 경우, N > 1이고 [y+
i(1),0, y

−
n+1,2]가 Schottky 선분들

(γi)
k
i=1 =

(
[y+
i(1),0, y

+
i(1),2], [y−i(2),1, y

−
i(2),0], . . . , [y−i(N),1, y

−
i(N),0]

)
,(4.2)

(ηi)
k
i=2 =

(
[y−i(2),2, y

−
i(2),1], . . . , [y−i(N),2, y

−
i(N),1]

)
.(4.3)

로 (C0, D0)-머리부터 표시되어 있게 하는 수열 {i(1) < · · · < i(N)} ⊆
Pn−1를 찾겠다. 만약 그러한 수열이 존재하면, 그중 i(1)이 가장 큰 수

열 {i(1) < · · · < i(N)}을 선택하여, Pn = Pn−1 ∩ {1, . . . , i(1)} 및
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zn = y−i(N),1로 둔다. 만약 그러한 수열이 없다면, Pn = ∅ 및 zn = o로

둔다.1

y−i,2
y−i,1 y−i,0

y+
i,0

y+
i,2

ai ai
vi

b2i

wi

Figure 4. 자취 내 지점들 y±i,k.

중추 시점 i에서의 지점 y−i,0 및 y+
i,0을 중추 지점이라고 부른다. 중추 시점에

관한 기본적인 사실들은 다음과 같다.

(1) Pn을 선택하는 방식은 ai, bi 선택지에 대해 가측이다.

(2) i ∈ Pm는 i가 i단계에서 중추 시점으로 뽑히고 i + 1, . . . ,m단계에서

살아남아야만 성립한다.

(3) m < n 및 i < j에 대해, 만약 i, j ∈ Pm이고 j ∈ Pn이면 i ∈ Pn이다.

Lemma 4.5. Pn 안에 있는 연속된 중추 시점 l < m 및 t ∈ {0, 1}을 생각하
자. 그러면 [y+

l,0, y
−
m,t]는 γ1 = [y+

l,0, y
+
l,2] 및 ηN = [y−m,2, y

−
m,t]를 포함하는 어떤

Schottky 선분들 (γi)
N−1
i=1 , (ηi)

N
i=2에 의해 완전히 (C0, D0)-표시되어 있다.

Proof. l이 l단계에서중추시점으로뽑혔다는점을유의하라.이는 (y+
l,0, y

−
l+1,2)y+

l,2
<

C0 및 zl = y+
l,0임을 의미한다. 만약 l = m − 1이고 m이 m = l + 1단계

에서 새로 뽑혔다면, (zl, y
−
m,t)y−m,2

< C0 역시 성립한다. 그러면 Lemma 3.7

는 [y+
m−1,0, y

−
m,t]가 [y+

m−1,0, y
+
m−1,2] 및 [y−m,2, y

−
m,t]에 의해 완전히 D0-표시되어

있다는 것을 암시한다.

만약 l < m − 1이라면, l가 Pm−1에서도 두번째 기준에 따라 살아남았어야

한다. 즉, [y+
l,0, y

−
m,2]가(

[y+
l,0, y

+
l,2], [y−i(2),1, y

−
i(2),0], . . . , [y−i(N),1, y

−
i(N),0]

)
,
(

[y−i(2),2, y
−
i(2),1], . . . , [y−i(N),2, y

−
i(N),1]

)
에 의해 (C0, D0)-머리부터 기록되도록 하는 l = i(1) < . . . < i(N)가 존

재하며, 이때 zm−1 = y−i(N),1까지 성립한다. m 역시 m단계에서 새로 뽑히

므로, (zm−1, y
−
m,t)y−m,2

< C0임을 안다. 그러면 Lemma 3.7는 [xm−1, y
−
m,t]가

([y−i(N),1, y
−
i(N),0], [y−m,2, y

−
m,t])에 의해 D0-목격된다는 것을 암시하기에 원하던

결과를 얻는다. �

1만약 최대인 i(1)를 가지는 수열이 여러 개 존재한다면, 수열의 길이 및 i(2), i(3), . . .에

대해 사전식 순서를 주었을 때의 최댓점인 수열을 뽑는다.
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Lemma 4.6. Pn이 비어 있지 않고 k = minPn, m = maxPn라고 두자.

그러면 t = 0, 1에 대해, [o, y−k,t]는 [y−k,2, y
−
k,t]에 의해 (C0, D0)-꼬리부터 표시되

어 있다. 또한, [y+
m,0, y

−
n+1,2]는 4.2, 4.3 형태의 선분들 (γi)

N
i=0, (ηi)

N
i=1에 의해

(C0, D0)-머리부터 표시되어 있는데, 이때 γ1 = [y+
m,0, y

+
m,2]로 둘 수 있다.

Proof. k = minPn라는 것은 Pk−1이 공집합이었고 zk−1 = o였음을 의미한다.

또한, k가 k단계에서새롭게뽑혔다는것이므로 (o, y−k,t)y−k,2
= (zk−1, y

−
k,t)y−k,2

<

C0가 성립하며, 이는 원하던 결과를 암시한다. 두번째 명제를 증명하기 위해

서는 m이 어떻게 Pn에서 살아남았는지를 관찰하겠다. 만약 m = n이고 첫

번째 기준에 의해 선택된 것이라면, [y+
m,0, y

−
m+1,2]는 γ1 = [y+

m,0, y
+
m,2]에 의해

(C0, D0)-머리부터 표시되어 있어야 한다. 그렇지 않다면, m은 두번째 기준에

의해 살아남은 것이고 이는 바로 원하던 결론이다. �

Lemma 4.7. S에서균등측도를기준으로 ai, bi를뽑을때, P(|Pn+1| = |Pn|+
1) ≥ 9/10가 성립한다.

Proof. n+ 1이 새로운 중추 시점이 된다는 것은 다음의 독립적인 조건 두 개가

성립한다는 것과 동치다. Proposition 4.2 직후의 참고사항에 따르면,

(4.4) (zn−1, y
−
n,t)y−n,2

= ((w−n,2)−1zn−1, a
2−t
n o)o < C0 (t = 0, 1)

는 an의 가능한 선택지 305개 중 적어도 304개에 대해 성립한다. 그러므로 그

확률은 0.99 이상이다. 마찬가지로, (y+
n,0, y

−
n+1,2)y+

n,2
= (b−2

n o, wno)o < C0가

성립할 확률도 0.99 이상이다. 이 둘을 곱하면 원하는 계산 결과가 나온다. �

[Gou21]에서와같이,중추시점이 i1, · · · , im가되게하는선택지 s = (a1, b1, · · · , an, bn)

에 대해, s̃ = (ã1, b̃1, · · · , ãn, b̃n)가 s로부터 방향 전환되었다(pivoted from s)

는 것은 s̃가 s와 같은 중추 시점들을 가지고, 모든 i에 대해 b̃i = bi이며, 중추

시점이 아닌 모든 i에 대해 ãi = ai라는 뜻이다.

Lemma 4.8 ([Gou21, Lemma 4.7]). 선택지 s = (a1, b1, · · · , an, bn)를 위한

중추 시점 i를 하나 고정하고, s에서 ai를 āi로 바꿔 얻어지는 선택지 s̄를 생

각하자. 그러면 만약 (zi−1, y
−
i,t)y−i,2

< C0가 t = 0, 1에 대해 성립할 경우 s̄

는 s로부터 방향 전환된 것이며, 이를 만족시키는 āi의 선택지가 최소 304개

존재한다.

Proof. 이번에도 Proposition 4.2 뒤의 참고사항에 의해, 최소 304개의 선택지

가 위에 언급된 조건을 만족시킨다. 이제 위 조건이 성립한다고 가정하자. i가

중추 시점이 되기 위한 또다른 조건 (b−2
i o, wio)o < C0은 (ai 혹은 āi가 아닌)

bi에만 의존하므로 여전히 성립한다. 그러므로 i는 P̄i에 선발되고 z̄i = ȳ+
i,1가

된다. 이후의 s의 중추 시점을 결정하는 조건들은 사실 ai+1, bi+1, . . .의 선택

지에만 의존한다. 실제로, i가 Pn 안에 포함되고 있고 i 이상으로 뒷걸음질이
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일어나지 않기 때문에, 이후의 중추 시점을 위한 기준은 i 이전의 선택지들

에는 의존하지 않는다. ai+1, bi+1, . . .가 계속 똑같기 때문에, 중추 시점들은

유지된다. �

위 증명 논리는 다음 보조정리 또한 이끌어낸다.

Lemma 4.9 (cf. [Gou21, Lemma 5.7]). 등거리사상 (w0, . . . , wn), (v1, . . . , vn)

들이 주어졌을 때, i가 선택지 s를 위한 중추 시점이라고 하자. 그러면 vi가 다

른 등거리사상으로 교체된다고 해도 s의 중추 시점은 그대로 유지된다.

각 s ∈ S2n에 대해, s로부터 방향 전환된 선택지들의 모임을 En(s)로 나타내

겠다. s ∈ S2n에 대한 En(s)들은 S2n을 분할하는 동치류임에 유의하라.

Lemma 4.10 ([Gou21, Lemma 4.8]). 각각의 j ≥ 0및 s ∈ S2n에대해다음이

성립한다:

P
(
|Pn+1(s̃, an+1, bn+1)| < |Pn(s)| − j

∣∣∣ s̃ ∈ En(s)
)
≤ 1/10j+1.

Proof. 먼저 j = 0에 대해, Lemma 4.7는

P(|Pn+1| < |Pn|) ≤ 1− P(|Pn+1| = |Pn|+ 1) ≤ 1/10

임을 암시한다.

이제 l < m가 s의 마지막 두 중추 시점이라고 하자. |Pn+1(s)| 6= |Pn(s)|+ 1

이게 하는 ‘나쁜’ 선택지 (an+1, bn+1)과 함께, n까지의 선택지 s̃ ∈ E(s)를 하나

고정하겠다.여기서 m단계까지의 ãi, b̃i를고정해두고 m에서의선택지만을바

꾼 선택지 s̄ = (ã1, b̃1, . . . , ām, b̃m, . . .)들의 모임을 E(s̃) = E(an+1, bn+1, s̃;m)

로 나타내겠다. Lemma 4.8에 의해, s̄ ∈ E(s̃)가

(4.5) (z̃m−1, ȳ
−
m,t)ȳ−m,2

= ((w̃−m−1,2)−1z̃m−1, ā
2−t
m o)o < C0 (t = 0, 1)

를 만족시키면 En(s)에 포함되며, 최소 304개의 선택지가 이에 해당한다. 이

경우 l ∈ Pn(s̄)임을 알 수 있다.

이제

(4.6) (ȳ−m,1, ȳ
−
n+2,2)ȳ−m,0

= (ā−1
m o, vmb̃

2
mwm · · · vn+1b

2
n+1wn+1o)o < C0.

을 추가로 만족시키는 ām의 갯수를 세겠다. 이 조건들은 (ā2−t
m o, x)o < C0 혹

은 (ā−1
m o, x)o < C0 형태의 조건들로, 여기서 x 자리에 들어가는 단어는 E(s̃)

전체에 걸쳐 고정된다. 그러므로, 기껏해야 선택지 2개만을 놓치게 된다.

이제 만약 ām가 부등식 4.5 및 4.6을 만족하면, |Pn+1(s̄)| ≥ |Pn(s)| − 1임을

보이겠다. 먼저 maxPm−1 = l이고 m가 이때 새로운 중추 시점으로 뽑히게

됨을 기억하라. Lemma 4.6에 의해, [ỹ+
l,0, ỹ

−
m+1,2]가(

[ỹ+
i(1),0, ỹ

+
i(1),2], [ỹ−i(2),1, ỹ

−
i(2),0], . . . , [ỹ−i(N),1, ỹ

−
i(N),0]

)
,
(

[ỹ−i(2),2, ỹ
−
i(2),1], . . . , [ỹ−i(N),2, ỹ

−
i(N),1]

)
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에의해 (C0, D0)-머리부터표시되도록하고 (여기서N은 1이어도된다) zm−1 =

ỹ−i(N),1이도록 하는 {l = i(1) < . . . < i(N)} ⊆ Pm−1가 존재한다. 부등식 4.5

및 Lemma 3.7에 의해, [ỹ−i(N),1, ȳ
−
m,1]는 ([ỹ−i(N),1, ỹ

−
i(N),0], [ȳ−m,2, ȳ

−
m,1])에 의해

D0-목격된다. 부등식 4.6에 의해, [ȳ−m,1, ȳ
−
n+2,2]는 [ȳ−m,1, ȳ

−
m,0]에 의해 (C0, D0)-

머리부터 표시된다. 마지막으로, [ȳ−m,1, ȳ
−
m,2]와 [ȳ−m,1, ȳ

−
m,0]는 D0-붙여져 있다.

따라서, [ỹ+
l,0, ȳ

−
n+1,2]는(

[ỹ+
i(1),0, ỹ

+
i(1),2], [ỹ−i(2),1, ỹ

−
i(2),0], . . . , [ỹ−i(N),1, ỹ

−
i(N),0], [ȳ−m,1, ȳ

−
m,0]

)
,(

[ỹ−i(2),2, ỹ
−
i(2),1], . . . , [ỹ−i(N),2, ỹ

−
i(N),1], [ȳ−m,2, ȳ

−
m,1]

)
에의해 (C0, D0)-머리부터표시된다.다시말해, Pn+1(s̄, an+1, bn+1)가 Pn(s)∩
{1, . . . , l}보다 크고 |Pn+1| ≥ |Pn| − 1가 성립한다.

요약하자면, s̄ ∈ En(s)이도록 하는 최대 305개의 ām 선택지 중 최소 303

개의 ām 선택지가 |Pn+1(s̄)| ≥ |Pn(s̄)|−1을 만족시킨다. 따라서, E(s̃)∩En(s)

에 한정해 생각했을 때, |Pn+1(s̄)| < |Pn(s̄)| − 1일 확률은 1/10 이하다. 이를

모든 s̃ ∈ E(s) 선택지에 대해 더해 생각해 보면, ‘나쁜’ 선택지 (an+1, bn+1)

를 고정했을 때, |Pn+1(s̄)| < |Pn(s̄)| − 1일 확률은 1/10 이하다. 마지막으

로, 나쁜 선택지 (an+1, bn+1)는 총 선택지 중 확률 1/10 이하를 차지하므로,

P(|Pn+1(s̄)| < |Pn|(s̄)− 1) ≤ (1/10)× (1/10)를 얻는다.

j = 2일 때는, 각각의 나쁜 선택지 am, an+1, bn+1 및 (ãm = am인) n까지의

선택지 s̃ ∈ E(s)를 고정하고, l에서의 선택지만을 바꾸겠다. 그 경우 비슷한

방식으로 |Pn+1(s̄)| < |Pn(s̄)| − 2일 확률이 1/10보다 작다는 것을 알 수 있다.

이제 나쁜 선택지 (am, an+1, bn+1)들이 차지하는 확률(이는 10−2보다 작다)을

곱해 원하던 결론을 얻을 수 있다. 이러한 방식을 계속하여 모든 j < |Pn(s)|에
대한 결론을 얻는다. j ≥ |Pn(s)|부터는 의미가 없는 경우다. �

각 동치류 En(s)에서의 위 계산은 다음 결론으로 이어진다.

Proposition 4.11 ([Gou21, Proposition 4.10]). 모든 n 및 모든 선택지 wi,

vi에 대해 P(|Pn| ≤ κ0n) ≤ e−κ0n이 성립하게끔 하는 κ0,K0 > 0이 존재한다.

Proof. 양수 기댓값을 가지고 지수적인 꼬리를 가지는 적당한 i.i.d. Ui에 대해

분포적으로 |Pn| ≥
∑n

i=1 Ui이기 때문에 주어진 부등식이 성립한다. �

5. 랜덤 워크에서의 중추 시점

5.1. 첫번째 모델과 방향 전환 첫번째로 고려할 모델은 Gouëzel이 [Gou21]에

서제시한모델중하나와사실상같다. c ∈ S0와 |S| = 305인 S ⊆ S0\{c}를하
나 잡자. 각 s ∈ S0가 suppN에 속한다는 것을 상기하면서, a1(s) · · · aN (s) = s

인낱자 a1(s), . . . , aN (s) ∈ suppµ를고정하자.이때집합 {(a1(s), . . . , aN (s), a1(S), . . . , aN (s)) :
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s ∈ S} 위의 균등 측도를 µS(2)로 적고, (a1(c), . . . , aN (c), a1(c), . . . , aN (c))에

집중된 측도를 1{c}2로 적겠다. 그러면

µ6N = α(µS(2) × 1{c}2 × µS(2)) + (1− α)ν

가 성립하게 하는 측도 ν 및 0 < α < 1이 존재한다. 여기서 η = µS(2)×1{c}2×
µS(2)로 두고 Subsection 2.3의 세팅을 가져오기로 하자. 다시 말해, 독립적인

확률 변수 {ρi, ηi, νi} 및 보조 확률 변수 N (k), ϑ(i)가 결정되었다는 뜻이다.

이와 함께, αi(갈음하여, βi)를 ηi의 첫 N개 성분(갈음하여, 마지막 N개 성분)

의 합성으로 정의하겠다. 그러면 {ρi, αi, βi, νi}는 모두 독립적이다.

고정된 n에 대해, γ′ = g6Nbn/6Nc+1 · · · gn으로 두면
(5.1)
ωn =γ∗1 · · · γ∗bn/6Ncγ

′ = w0 · a2
1c

2b21 · w1 · a2
2c

2b22 · · · a2
N (bn/6Nc)c

2b2N (bn/6Nc) · w
′
N (bn/6Nc)(

wi = ν∗ϑ(i)+1 · · · ν
∗
ϑ(i+1)−1, ai = αϑ(i), bi = βϑ(i),

w′N (bn/6Nc) = ν∗ϑ(N (bn/6Nc))+1 . . . ν
∗
bn/6Ncγ

′.

)
가 성립함을 알 수 있다. 이 상황에서 w±i,j 및 y±i,j이라는 표기법을 계속 사용하

겠다. 이때

w−i,2 = ω6N(ϑ(i)−1), w+
i,2 = ω6N ϑ(i)

임을 유의하라.

이제 Subsection 4.2에서와같이중추시점을정의하겠다.여기서 n까지의중

추시점집합 Pn(ω)은 {ρi, νi}bn/6Nci=1 , γ′및 s = (a1, b1, . . . , aN (bn/6Nc), bN (bn/6Nc))

의 선택지에 의존한다. 이전과 같이, 어떤 자취 ω̃가 ω로부터 방향 전환되었다

는 것은 ω의 중추 시점 j에 대한 αj들을 제외한 ρi, αi, βi, νi 값이 일치한다

는 뜻이다. 마지막으로, Qn(ω) := ∩k≥nPk(ω)과 궁극적인 중추 시점의 집합

Q = ∪nQn을 정의하겠다.

N (k)가양수기댓값및지수적인꼬리를가지는 i.i.d.의합이기에, P(N (bn/6Nc) ≤
κ′n) ≤ K ′e−κ′n가성립하는 K ′, κ′ > 0이존재한다. (결정되는순간 N (k), ϑ(i)

도 결정되는) ρi가 결정되었을 때, {a1, b1, . . . , aN (bn/6Nc), bN (bn/6Nc)}는 S에

서 균등 측도를 따라 독립적으로 뽑힌다. 이를 Proposition 4.11와 결합하면,

P(|Pn| ≤ κ0κ
′n) ≤ e−κ0κ′n +K ′e−κ

′n임을 얻는다.

또한, Pn, Pn+1, . . .를결정하는자취들이모두 bN (bn/6Nc)까지의낱자를공유

한다는사실을주목하라.이에따라 Pn, Pn+1, . . .의첫 min{|Pn|, |Pn+1|, . . .}개
중추 시점은 일치하며, 이는 Qn을 이룬다. 특히, Q의 첫 min{|Pn|, |Pn+1|, . . .}
개 중추 시점이 Qn을 구성하며 |Qn| = min{|Pn|, |Pn+1|, . . .}이 성립한다. 이

로부터 다음을 알 수 있다.

Proposition 5.1. P(|Pn| ≤ κ1n) ≤ K1e
−κ1n and P(|Qn| ≤ κ1n) ≤ K1e

−κ1n

이 성립하게끔 하는 κ1,K1 > 0이 존재한다.
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여기서 두번째 부등식은 다음으로부터 얻어진다:

P(|Qn| ≤ κ0n) ≤
∞∑
i=n

P(|Pi| ≤ κ0i) ≤
1

1− e−κ0
e−κ0n +

1

1− e−κ′
e−κ

′n.

이제 중추 시점과 자취의 정렬을 연관지을 차례다. c 6= a, b이므로,

(co, a−2o)o < C0, (c−1o, b2o)o < C0

임을알수있다.또한, (o, co)co, (o, c
2o)co < C0이므로 [o, c2o]가 ([o, co], [co, c2o])

에 의해 D0-목격된다. Lemma 4.5 및 4.6을 이용하면, 각 중추 시점 j에 대

한 [y−j,2, y
−
j,0], [y+

j,0, y
+
j,2]를 포함하는 Schottky 선분의 나열들에 의해 [o, ωno]가

(C0, D0)-표시되어 있음을 알 수 있다. 여기서 Schottky 선분끼리 붙여진 지

점은 각 중추 시점 j에 대한 y−j,0, y+
j,0들을 포함한다. 이제 Schottky 선분들이

L0 ≥ L1, L2, 2[6D0+2F0+8δ+1]보다길다는것을상기하라.그러면 Corollary

3.11로부터 다음을 알 수 있다,

Proposition 5.2. {ρi, νi, s}의값이주어졌을때, j(1), . . . , j(|Pn(ω)|)를 Pn(ω)

을 구성하는 중추 시점이라고 하자. 또한 x0 = o, x2|Pn(s)|+1 = ωn o 및

(x′2l−1, x2l−1, x2l, x
′
2l) =

(
y−j(l),2, y

−
j(l),0, y

+
j(l),0, y

+
j(l),2

)
(l = 1, . . . , |Pn(ω)|)

을 정의하자. 그러면 각 0 ≤ i ≤ j ≤ k ≤ 2|Pn(s)|+ 1에 대해

(xi, xk)xj < F0, d(xi, xj+1) ≥ d(xi, xj) + L0/2

이 성립한다. 또한, i < 2j − 1 ≤ k(갈음하여, i ≤ 2j < k)이면 [xi, xk]가

[x′2j−1, x2j−1](갈음하여, [x2j , x
′
2j ])에 의해 F0-목격된다.

다음 보조정리는 Theorem D의 증명에서만 사용될 것이다. 역방향 자취 ω̌

에 대해서도 S−1 = {s−1 : s ∈ S}에서 뽑은 선택지들을 가지고 역방향 중추
시점들을 정의할 수 있다. Proposition 5.1에 의해, 거의 모든 (ω̌, ω)은 무수히

많은 궁극적인 정방향 중추 시점 {i(1), i(2), . . .} 및 궁극적인 역방향 중추 시
점 {̌i(1), ǐ(2), . . .}을 가지고 있다. 이제 첫 n개 정방향/역방향 중추 시점에서

방향 전환을 하겠다. 1 ≤ l ≤ k에 대한 ai(1), ǎi(1), . . . , ai(k−1), ǎi(k−1) 선택지가

주어졌을 때,

(1) (y̌−
ǐ(k),0

, y−i(k),2)y̌−
ǐ(k),2

< C0,

(2) (y̌−
ǐ(k),0

, y−i(k),0)y−
i(k),2

o < C0

를 만족하는 선택지 ai(k), ǎi(k)를 찾겠다. 최대 305× 305개의 가능한 선택지들

중 최소 303× 303개의 선택지들이 이 조건들을 만족시킨다. 이 사실을 귀납적

으로 적용하면, 다음을 알 수 있다:

Lemma 5.3. 거의 모든 양방향 자취 (ω̌, ω)에 대해 m ∈ Z>0이 존재하여,

만약 |Qk| ≥ m 및 |Q̌k′ | ≥ m이라면:
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(1) 각 l = m, . . . , |Qk(ω)|마다 [ω̌k′o, ωk o]가 y±i(l),0에 F0-가깝고,

(2) 각 l = m, . . . , |Qk(ω)|마다 x = y±i(l),0에 대해 (ω̌k′o, ωk o)x ≤ F0이다.

5.2. 방향 전환과 그 결과물 Maher와 Tiozzo가 [MT18]에서 증명한 약한 쌍

곡군 위에서 초등적이지 않은 랜덤 워크는 무한히 멀리 탈출한다는 결과를

Gouëzel은 중추 지점들이 많다는 것을 이용해 [Gou21]에서 재발견했다. 여기

서는 이와 유사한 Kaimanovich와 Masur의 결과를 재발견하겠다.

Corollary 5.4 (cf. [KM96, Theorem 2.2.4]). Teichmüller 공간에서 거의

모든 샘플 자취는 무한히 멀리 탈출하고 유일하게 에르고딕한 엽층으로 수렴

한다.

Proof. Proposition 5.1 및 Borel-Cantelli 보조정리에 의해, 거의 모든 자취 ω

에서 |Qn(ω)|는 무한히 커진다. 그러면 무한한 탈출은 Proposition 5.2에 의해

따라 나온다.

일반적인 Arzelà-Ascoli 논법에 의해, {γn = [o, ωn o]}가 어떤 한방향-무한

한 측지선 γ로 수렴하는 부분열 {γni}를 가짐을 알 수 있다. 여기서 Lemma

3.10에 의해 γn들은 각각의 궁극적인 중추 지점 결국에는 F0-가까워진다는 점

을 알 수 있다. 특히, γ는 ε-얇은 부분에 궁극적으로 들어갈 수는 없고, γ의

세로 엽층 Vγ은 유일하게 에르고딕하다 ([Mas92, Theorem 1.1]). 여기서 γ는

ζ = [Vγ ] ∈ PMF로 수렴한다.

이제 {y−i(k),0}
∞
n=1도 ζ로향하는데,이들이 γ에 F0-가까우면서무한히멀리탈

출하기 때문이다. 더욱이 d(o, y−i(|Qn|),0)− d(y−i(|Qn|),0, ωn o) ≥ d(o, y−i(|Qn|),0)−
2F0임을 관찰하라. y−i(|Qn|),0가 ζ로 향하기에, [KM96]의 Lemma 1.4.2에 의해

ωn o 또한 그리 향한다. �

이제 Theorem A의 증명을 살펴 보자.

Proof of Theorem A. λ를 ω의 탈출 속도라고 하자. 일반성을 잃지 않고, κ1 <

λ/(8M + 8F0)라고 가정할 수 있다. 이제 M = 2
κ1 log 50를 잡자. 각 n ∈ Z>0에

대해, m = bM log nc로 두고 다음 집합들을 정의하겠다:

En,1 = {ω ∈ Ω : |Qm(ω)| ≥ κ1m} ,

En,2 = {ω ∈ Ω :모든 i ≤ m에 대해 d(o, ωi o) ≤ 2λm}

En,3 = {ω ∈ Ω : d(o, ωn o) > 0.5λn} ,

Fn = {ω ∈ En,1 ∩ En,2 ∩ En,3 : |d(o, ωn o)− τ(ωn)| ≥ 5λm}.

ω에서처음 bκ1mc개중추시점에서만방향전환된자취들의모임을 Eκ1m
m (ω)

로 나타내겠다. ω ∈ Fn를 고정하고, P(Fn|Eκ1m
m (ω))를 어림할 것이다.

ω의 첫 bκ1mc개 중추 시점이 i(1), . . . , i(bκ1mc)라고 하자. 이때 ω ∈ En,1 ∩
En,2로부터 d(o, w−i(l),2o) = d(o, ω6N ϑ(i(l)) o) ≤ 2rm가 긱 l = 1, . . . , bκ1mc에
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대해성립함을알수있다. Lemma 4.8에의해,최소 304개의 āi(1) 선택지가 ω̄를

ω로부터 방향 전환되게끔 만들어 준다. 이 각각의 선택지들에 대해, 최소 304

개의 āi(2) 선택지가 ω̄를 ω로부터 방향 전환되게끔 만들어 준다. 귀납적으로,

ω̄ ∈ Eκ1m
m (ω)를 위한 선택지가 최소 304bκ1mc개는 존재한다.

이에 반해, ω̄ ∈ Eκ1m
m (ω) ∩ Fn이게끔 하는 āi(1)과 āi(bκ1mc) 선택지는 몇 개

없음을 관찰하겠다. 먼저

d(o, ȳ−i(l),2) ≤ d(o, ȳ−i(1),2) +

l−1∑
k=1

d(ȳ−i(k),2, ȳ
−
i(k+1),2)

≤ d(o, y−i(1),2) +
l−1∑
k=1

[
d(y−i(k),2, y

−
i(k+1),2) + d(a−2

i(k)o, ā
−2
i(k)o)

]

≤ d(o, y−i(1),2) +
l−1∑
k=1

[
d(y−i(k),2, y

−
i(k+1),2) + d(a−2

i(k)o, ā
−2
i(k)o) + 2F0 − 2(o, y−i(l+1),2)y−

i(l),2

]
≤ d(o, y−i(l),2) + 2bκ1mc(M + F0) ≤ 2λm+ 2bκ1mc(M + F0)

및 d(o, ȳ−i(l),0) ≤ 2λm + 2bκ1mc(M + F0) + M가 l = 1, . . . , bκ1mc에 대해
성립한다.

이제 v = (w̄−i(bκ1mc),0)−1ω̄nw̄
−
i(1),2로 두자. 이 v는 i(1), . . . , i(bκ1mc)에서의

방향 전환에 영향을 받지 않는다. 또한,

(5.2)
d(o, vo) ≥ d(o, ωn o)− d(o, y−i(k),0)− d(o, y−i(1),2)

≥ 0.5λn− 4λm− 4bκ1mc(M + F0)−M ≥ 2M + 3D0

가 충분히 큰 n에 대해 성립한다.

이제 āi(1), āi(bκ1mc)가

(5.3) (ā−1
i(bκ1mc)o, vo)o < C0, (ā2

i(1)o, v
−1o)o < C0

를 만족시킨다고 가정하자. 그러면 다음을 알 수 있다.

(1) [ȳ−i(bκ1mc),1, ω̄nȳ
−
i(1),0]가 [ȳ−i(bκ1mc),1, ȳ

−
i(kbκ1mc),0], [ω̄nȳ

−
i(1),2, ω̄nȳ

−
i(1),0])에

의해D0-목격된다는것:이는부등식 5.2, Lemma 3.6,그리고 d(o, ā−1
i(bκ1mc)o), d(o, ā2

i(1)o) <

M 때문이다.

(2) [ȳ−i(1),0, ȳ
−
i(bκ1mc),1]는 γ1 = [w̄−i(1),0o, w̄

−
i(1),0co], ηN = [ȳ−i(bκ1mc),2, ȳ

−
i(bκ1mc),1]

인적당한선분나열들 (γi)
N−1
i=1 과 (ηi)

N
i=2에의해 (C0, D0)-표시되어있

는데: 이는 i(1), i(bκ1mc) ∈ Q(m)이기 때문이다.

(3) [ȳ−i(bκ1mc),1, ȳ
−
i(bκ1mc),2]와 [ȳ−i(bκ1mc),1, ȳ

−
i(bκ1mc),0]는 C0-붙여져 있다.

(4) [w̄−i(1),0o, w̄
−
i(1),0co]와 [ȳ−i(1),0, ȳ

−
i(1),2]는 C0-붙여져 있다.

Corollary 3.11를 적용하면, 이들은

. . . , ω̄−1
n ȳ−i(1),0, ω̄

−1
n ȳ−i(bκ1mc),1, ȳ

−
i(1),0, ȳ

−
i(bκ1mc),1, ω̄nȳ

−
i(1),0, ω̄nȳ

−
i(bκ1mc),1, . . .
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점들간 (올바른순서상에서) Gromov내적값이기껏해야 F0 이하라는사실을

알 수 있다. 따라서

τ(ω̄n) = lim
k

1

k
d(ȳ−i(1),0, ω̄

k
nȳ
−
i(1),0)

= lim
k

1

k

d(ȳ−i(1),0, ω̄nȳ
−
i(1),0) +

k∑
j=2

[
d(ω̄j−1

n ȳ−i(1),0, ω̄
j
nȳ
−
i(1),0)− 2(ȳ−i(1),0, ω̄

j
nȳ
−
i(1),0)

ω̄j−1
n ȳ−

i(1),0

]
≥ d(ȳ−i(1),0, ω̄nȳ

−
i(1),0)− 2F0

≥ d(o, ω̄no)− 2d(o, ȳ−i(1),0)− 2F0

이고, d(o, ω̄n, o)− τ(ω̄n) ≤ 4λm+ 4bκ1mc(M + F0) + 2M + 2F0 ≤ 5λm가

충분히 큰 n에 대해 성립한다: 이 경우 ω̄ /∈ Fn이다.

요약하자면, (Lemma 4.8과부등식 5.3을만족하는)최소 3032개의 (āi(1), āi(bκ1mc))

선택지는 ω̄ ∈ Eκ1m
m ∩Fn경우에해당하지않음을알수있다.이제 (āi(1), āi(bκ1mc))

가 그러하지 않은 최대 3052 − 3032 선택지 중 하나라고 가정하자. 각 경우에

서, 마찬가지로 최소 3032개의 (āi(2), āi(bκ1mc−1)) 선택지는 ω̄ ∈ Eκ1m
m ∩ Fn

에 해당하지 않고 최대 3052 − 3032개의 선택지만이 남음을 알 수 있다. 이를

계속하면,

P(Fn|Eκ1m
m ) ≤

(
3052 − 3032

3042

)bκ1m/2c
≤ 50 · (0.02)κ1M logn ≤ 50n−2

가충분히큰 n에대해성립함을알수있다.이를다양한 Eκ1m
m (ω)위에서어림

해 더하여 P(Fn) ≤ 50n−2임을 얻는다. Borel-Cantelli 보조정리에 의해, 거의

모든 ω는 Fn를 결국에는 벗어난다.

이제 ω가 궁극적으로 Fk를 벗어나나 무수히 많은 n에 대해 d(o, ωn o) −
τ(ωn) ≥ 5M log n가 성립한다고 가정하자. 이는 |Qn(ω)| < κ1n가 무수히 자

주 일어나거나 |d(o, ωn o) − rn| ≥ 0.5λn가 무수히 자주 일어난다는 뜻이다.

P{|Qn(ω)| < κ1n}를 n에 대해 합하면 유한하니 첫번째 사항의 확률은 0이고,

준가법적 에르고딕 정리에 의해 두번째 사항의 확률도 0이다. �

방금 증명에서 결정적인 역할을 한 요소는 o와 궁극적인 중추 간의 거리

가 선형적으로 증가한다는 것인데, 이는 준가법적 에르고딕 정리가 만들어낸

결과다.

사실 n단계까지의 선택지와 무관하게, n 직후의 궁극적인 중추 시점은 곧이

어 등장하고, 그 오차 확률은 지수적으로 감소한다. 이 사실이 Theorem D의

증명으로이어지리라기대할수있겠으나,이렇게중추시점들이제때등장함에

도 불구하고, n번째 위치와 그다음 궁극적인 중추 지점 간의 거리 또한 시간에
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비례할 것이라고 확신할 수는 없다. 기준 단계 n이 계속 변하므로, 여기에는 준

가법적 에르고딕 정리를 적용할 수 없다. 그러므로 우리는 다른 접근법을 택할

것이다.

Lemma 5.5. 모든 gk+1 ∈ G 및 x ∈ X에 대해,

P

[
sup
n≥k

(x, ωn o)o ≥ d(o, ωk o)

∣∣∣∣∣ gk+1

]
≤ K2e

−κ2k

가성립하게끔하는 κ2,K2 > 0가존재한다.더나아가,모든 n ≥ k, gk+1, . . . , gn ∈
G 및 x ∈ X에 대해서도

P [(x, ωn o)o ≥ d(o, ωk o)| gk+1, . . . , gn] ≤ K2e
−κ2k

이다. 마지막으로, ǧ1, . . . , ǧk+1 ∈ G가 추가로 주어졌을 때도,

P
[
lim sup

n
(ω̌no, ωn o)o ≥ d(o, ωk o)

∣∣∣∣ gk+1, ǧ1, . . . , ǧk+1

]
≤ K2e

−κ2k

가 성립한다.

Proof. Subsection 5.1에서다룬모델을다시떠올려보자.이번에는 g6Nbk/6Nc+1, . . . , g6N(bk/6Nc+1)

를 일시적으로 고정하고 이들을 잠재적인 중추 시점 후보에서 제외하자. 이러

한 조작은 예를 들어 각 N (n)를 기껏해야 1만큼 감소시키므로 전반적인 어

림은 달라지지 않는다. 특히, Proposition 5.1에서와 같은 κ1,K1 > 0에 대해,

P(|Qk| ≤ κ1k − 1|giN , . . . , g(i+1)N−1) ≤ K1e
−κ1k임을 관찰할 수 있다.

이제 |Qk(ω)| ≥ κ1k−1인각 ω에대해, ω로부터 Qk(ω)안의 첫 dκ1k−1e개
중추 시점 i(1), . . . , i(dκ1k − 1e)에서 방향 전환된 자취들의 동치류 Eκ1k−1

Qk
(ω)

를 생각하겠다. 그러면 각 ω̃ ∈ Eκ1k−1
Qk

(ω)에 대해 Qk(ω̃) = Qk(ω)가 성립한다.

첫번째 주장을 ω̃ ∈ Eκ1k−1
Qk

(ω)에 대해 살펴 보자. 어떤 n ≥ k에 대해

(x, ω̃no)o ≥ d(o, ω̃ko)라고가정하자.그러면 (x, ω̃no)o ≥ d(o, ω̃ko) ≥ d(o, w̃−i(1),0o)

이고, i(1) ∈ Qn이므로 [o, ω̃no]는 [w̃−i(1),2, w̃
−
i(1),0o]에의해 F0-목격된다.그러므

로, 만약 ãi(1)를 위한 선택지 두 개 a, a′가 위 조건을 만족시키면, Lemma 3.12

에 의해 [o, x]는 [w̃−i(1),2o, w̃
−
i(1),2a

2o] 및 [w̃−i(1),2o, w̃
−
i(1),2a

′2o]에 의해 G0-목격된

다. 그러면 Lemma 3.10는 [x, x]가 [w̃−i(1),2o, w̃
−
i(1),2a

2o]에 의해 F1-목격된다는

것을 암시해 모순이다.

그러므로, 적당한 n ≥ k에 대해 (x, ω̃no)o ≥ d(o, ω̃ko)가 성립하는 경우

는 ãi(1)의 선택지 중 기껏해야 하나밖에 해당하지 않는다. 비슷한 이유로,

Eκ1k−1
Q (ω)가성립하게끔하는전체최소 304κ1k−1개의 ãi(1), . . . , ãi(κ1k−1)의선

택지중이경우에해당하는것은기껏해야하나밖에없다.따라서,각 Eκ1k−1
Q (ω)

위에서의 조건부 확률은 0.005κk−1 이하이고 κ2 = κ1 log 200 and K2 = K1 +

200로 잡을 수 있다.
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두번째주장또한같은연장선위에있다.이번에는 g6Nbk/6Nc+1, g6Nbk/6Nc+2, . . . , gn

선택지를 고정하고 k 이전의 중추 시점을 구성하겠다. 즉, Subsection 5.1의 모

델에서

w′N (bk/6Nc) = ν∗ϑ(N (bk/6Nc))+1 · · · ν
∗
bk/6Ncg6Nbk/6Nc+1 · · · gn

로잡는변형을취하는것이다.그래도여전히 N (bk/6Nc)및 |Pk|에대한추산
은 변하지 않는다. 다시 말해, P(|Pk| ≤ κ1k|gk+1, . . . , g(i+1)N−1) ≤ K1e

−κ1k가

성립한다는 뜻이다. 이제 방금과 같이 |Pk| ≥ κ1k 상황에서 계산하여 결론을

이끌어낼 수 있다.

마지막주장을다루기위해, Eκ1k−1
Qk

(ω)위에서계속논의를진행하겠다.이때

ω̃ ∈ Eκ1k−1
Qk

(ω)에 대한 d(o, ω̃ko)가 위로 한정되어 있음을 관찰하라. 이 한계를

M이라고 두겠다.

ǧ1, . . . , ǧk+1가 고정된 상황에서도, 거의 모든 ω̌n는 무한히 멀리 탈출하고

무수히 많은 궁극적인 중추를 가진다는 점을 상기하자. 따라서, 적당한 중추

시점 ǐ(m)에서 d(o, w̌−
ǐ(m),0

o) ≥M + 2(F0 +F1) + 1가 성립하는 자취들에만 한

정하여살펴보겠다─이과정에서잃는확률은없다.이때 [o, ω̌no]가결국에는

[w̌−
ǐ(m),2

o, w̌−
ǐ(m),0

o]에 의해 F0-목격된다는 점에 유의하라. (∗)
이제 (w̌no, ω̃no)o ≥ d(o, ω̃ko)가어떤충분히큰 n에대해성립하기위한 ãi(1)

선택지는 기껏해야 한 개밖에 없음을 보이겠다. 이를 위해, ãi(1) = a, a′가 각각

n, n′에 대해 작동한다고 가정해 보자. 그러면 [o, ω̌no]는 [w̃−i(1),2o, w̃
−
i(1),2a

2o]에

의해G0-목격되고 [o, ω̌n′o]는 [w̃−i(1),2o, w̃
−
i(1),2a

′2o]에의해G0-목격된다. Lemma

3.10는 (ω̌no, ω̌n′o)o ≤ d(o, w̃−i(1),2o) + F1임을 암시한다. 이는 (∗)가 암시하는
(ω̌no, ω̌n′o)o ≥ d(o, w̌−

ǐ(m),0
)− 2F0에 모순이다.

비슷한 방식으로, 가능한 ãi(1), . . . , ãi(κ1k−1) 조합이 기껏해야 한 개밖에 없

음을 이끌어낼 수 있고 같은 결론이 따라 나온다. �

X가 측지적인 공간일 경우, 다음과 같은 더 강력한 결론을 얻는다. 확률

K2e
−κ2k 이하인 사건 밖에서는,

(x, ωn o)o ≤ d(o, ω−i(κ1k−1),0 o) ≤ d(o, ω+
i(κ1k−1),0 o),

(o, x)ωn o ≥ d(o, ωn o)− d(o, w+
i(κ1k−1),0o) ≥ d(ωn o, w

+
i(κ1k−1),0o)− 2F0

가 성립한다. 이는 [x, ωn o]가 [w+
i(κ1k−1),0o, w

+
i(κ1k−1),2o]에 의해서 G0-목격되

었다는 것과,

d(o, [x, ωn o]) ≤ d(o, w+
i(κ1k−1),0o) +G0 + 6δ ≤ d(o, ωk o)

가 n ≥ k에 대해 성립한다는 것을 암시한다. 비슷하게 d(o, [ω̌no, ωn o]) ≤
d(o, ωk o)도 충분히 큰 n에 대해 성립한다.
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이제 독립적인 랜덤한 자취들 사이 이탈 거리에 대한 두 배 지수 부등식을

증명할것이다.이는 p = 2에대해서는 [MS20]에서관찰된바가있는데,자신의

Cayley 그래프에 작용하고 있는 쌍곡군 G의 경우였다.

Proposition 5.6. 어떤 p > 0에 대해 µ가 유한한 p-모멘트를 가진다고 하자.

그러면

E
[
lim sup

n
(ω̌no, ωn o)

2p
o

]
< K

가 성립하는 K > 0이 존재한다. 만약 X가 측지적이라면,

E
[
lim sup

n
d(o, [ω̌no, ωn o])

2p

]
< K

또한 성립한다.

Proof. 나중에나올이유때문에, 0 ≤ q ≤ p를추가로잡겠다.이제D(ω̌n, ωn) :=

(ω̌no, ωn o)
p+q 혹은 d(o, [ω̌no, ωn o])

p+q로두고,Dp,q(ω̌n, ωn) := d(o, ω̌no)
pd(o, ωn o)

q

로 두자. 이제 주장할 것은,

f(ω̌, ω) :=

∞∑
k=0

|Dp,q(ω̌k+1, ωk+1)−Dp,q(ω̌k, ωk)| 1lim supnD(ω̌n,ωn)≥Dp,q(ω̌k+1,ωk+1)

가 lim supnD(ω̌n, ωn)를 제한한다는 것이다.

만약 Dp,q(ω̌i, ω̌i) < lim supnD(ω̌n, ωn) ≤ Dp,q(ω̌i+1, ω̌i+1)가 i에서 처음

일어날 경우,

lim sup
n

D(ω̌n, ωn) ≤ Dp,q(ω̌i+1, ω̌i+1) =
i∑

k=0

[Dp,q(ω̌i+1, ωi+1)−Dp,q(ω̌i, ωi)]

는 f(ω̌, ω)에 의해 한정된다. 만약 아니라면, d(o, ωk o) < lim supnD(ω̌n, ωn)

가 모든 k에 대해 성립하며 각 i에 대해

D(ω̌i, ωi) ≤ d(o, ω̌io)
pd(o, ωi o)

q =
∑

0≤k<i
[Dp,q(ω̌k+1, ωk+1)−Dp,q(ω̌k, ωk)]

는 f(ω̌, ω)에 의해 한정된다. lim supnD(ω̌n) ≤ supiD(ω̌i, ωi)이므로 주장한

내용이 따라 나온다.

이제 t, s ≥ 0에 대해

(5.4) |tp − sp| ≤

{
|t− s|p p ≤ 1,

2p
(
|t− s|p + sp−1|t− s|

)
p > 1.
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가 성립함을 상기하자. 이는 ti, si ≥ 0에 대해

(5.5)
|tp1t

q
2 − s

p
1s
q
2| = |t

p
1(tq2 − s

q
2) + (tp1 − s

p
1)sq2|

≤ 2p+q
(
|t1 − s1|p + s

p−np

1 |t1 − s1|np + sp1

)(
|t2 − s2|q + s

q−nq

2 |t2 − s2|nq

)
+ 2p

(
|t1 − s1|p + s

p−np

1 |t1 − s1|np

)
sq2.(

np =

{
p 0 ≤ p ≤ 1

1 p > 1
, nq =

{
q 0 ≤ q ≤ 1

1 q > 1

)
가 성립함을 의미한다.

부등식 5.5 덕분에, 이제 0 ≤ n1 ≤ p, 0 ≤ n2 ≤ q, n1 + n2 ≥ min(q, 1)를

만족하는 (n1, n2) 조합 8개에 대한

fk;n1,n2(ω̌, ω)

:= d(o, ǧk+1)n1d(o, gk+1)n2d(o, ω̌ko)
p−n1d(o, ωk o)

q−n21lim supnD(ω̌n,ωn)≥Dp,q(ω̌k+1,ωk+1)

의 기댓값만 통제하면 된다. c = eκ2/2p로 잡고 gk+1, ǧk+1을 일단 고정하자.

이제

Y := d(o, ω̌ko)
p−n1d(o, ωk o)

q−n21lim supnD(ω̌n,ωn)≥Dp,q(ω̌k+1,ωk+1),

Y1 := d(o, ω̌ko)
p−n1ck(q−n2)1lim supnD(ω̌n,ωn)≥d(o,ωk o)p+q ,

Y2 := ck(p−n1)d(o, ωk o)
q−n21lim supnD(ω̌n,ωn)≥d(o,ω̌ko)p+q ,

Y3 := ck(p+q−n1−n2)1lim supnD(ω̌n,ωn)≥Dp,q(ω̌k+1,ωk+1),

Y4 := d(o, ω̌ko)
p−n1d(o, ωk o)

q−n21d(o,ω̌ko),d(o,ωk o)≥ck .

에대해 Y ≤ Y1+Y2+Y3+Y4가성립한다는사실을관찰하자.먼저 d(o, ω̌ko), c
k ≥

d(o, ωk o)이면 Y ≤ Y1이다. 또한 d(o, ωk o), c
k ≥ d(o, ω̌ko)이면 Y ≤ Y2이고,

d(o, ωk o), d(o, ω̌ko) ≤ ck이면 Y ≤ Y3이다.그외의경우 d(o, ω̌ko), d(o, ωk o) ≥
ck이고 따라서 Y ≤ Y4가 성립한다.

이제 각 E[Yi|gk+1, ǧk+1]을 어림해 보자. gk+1, ǧk+1에 이어 ǧ1, . . . , ǧk까지

고정하고 ω̌을 (k단계 전에서) 방향 전환하기로 하자. Lemma 5.5는 이때

P[lim sup
n

D(ω̌n, ωn) ≥ d(o, ωk o)|gk+1, ǧ1, . . . , ǧk+1] ≤ K2e
−κ2k

임을 얘기해 주고, 이제 다양한 ǧ1, . . . , ǧk 값들을 넣어 d(o, ω̌ko)
p−n1를 적분하

면

E[Y1|gk+1, ǧk+1] ≤ K2c
−2kp·ck(q−n2)·E[d(o, ω̌ko)

p−n1 ] ≤ K2c
−k(2p−q+n2)kp−n1+1 Eµ[d(o, go)p−n1 ]

임을 얻는다. 비슷하게,

E[Y2|gk+1, ǧk+1] ≤ K2c
−2kp·ck(p−n1)·E[d(o, ωk o)

q−n2 ] ≤ K2c
−k(p+n1)kq−n2+1 Eµ[d(o, go)q−n2 ]
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임을 알 수 있다. Y3를 위해서는 경우를 둘로 나눠 Lemma 5.5를 사용하면

E[Y3|gk+1, ǧk+1] ≤ ck(p+q−n1−n2) ·

[
P[lim supnD(ω̌n, ωn) > d(o, ωk o)|gk+1, ǧk+1]+

P[lim supnD(ω̌n, ωn) > d(o, ω̌ko)|gk+1, ǧk+1]

]
≤ ck(p+q−n1−n2) · 2K2e

−κ2k = 2K2c
−k(p−q+n1+n2)

임을 얻는다. 마지막으로,

E[Y4] ≤ E[d(o, ω̌ko)
p · d(o, ω̌ko)

−n11d(o,ω̌ko)>ck
] · E[d(o, ωk o)

p · d(o, ωk o)
q−p−n21d(o,ωk o)>ck

]

≤ E[d(o, ω̌ko)
p]E[d(o, ωk o)

p] · c−k(p−q+n1+n2) ≤ kp+q+2 (Eµ[d(o, go)p])2 · c−k(p−q+n1+n2)

임을 관찰할 수 있다.

이 상한을 가지고, d(o, gk+1o)
n1d(o, ǧk+1o)

n2를 곱해 적분하여

E[fk;n1,n2 ] ≤ (5K2 + 1) (1 + Eµ[d(o, go)p])4 c−k[p−q+min(q,1)]kp+q+2

를 얻을 수 있다. 이는 q = p인 경우 더하면 유한한 값을 가지므로 원하던

결론이 따라 나온다. �

Remark 5.7. 이와 비슷한 결과로, 고정된 무한대 경계점과 랜덤한 자취 사이

이탈거리에대한부등식을 [BQ16, Proposition 5.1]에서찾을수있다. Lemma

5.5를 이용해, 다음을 증명할 수 있다:

Proposition 5.8 (cf. [BQ16, Proposition 5.1]). 어떤 p > 0에 대해 µ가 유

한한 p-모멘트를 가진다고 하자. 그러면 모든 x ∈ X ∪ ∂X 및 m ∈ Z>0에

대해

E [(x, ωm o)
p
o] , E

[
lim sup

n
(x, ωn o)

p
o

]
< K

가 성립하는 K > 0가 존재한다. 만약 X가 측지적이라면,

E [d(o, [x, ωm o])
p] , E

[
lim sup

n
d(o, [x, ωn o])

p

]
< K

또한 성립한다.

Benoist와 Quint는 Lemma 5.5를 유도하기 위해 G의 작용이 컴팩트-맞춤

이기를 요구했는데, 여기서는 그렇지 않음을 유의하라.

이제 m,m′ ∈ N에 대한 (ω̌mo, ωm′ o)o의 2p-모멘트를 비슷하게 어림하려고

한다. 이 상한값은 m = m′일 때는 일정하다는 것을 눈여겨 보라. 비록 서로

다른 m과 m′들까지 고려하면 상한값은 일정하지 않으나, 이는 Section 7에서

중첩 로그 정리를 증명하기에는 충분할 것이다.
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Proposition 5.9. 어떤 p > 0에 대해 µ가 유한한 p-모멘트를 가진다고 하고

q ≤ p가 0 이상인 정수라고 하자. 그러면 모든 0 ≤ m ≤ m′에 대해 각각

E
[
(ω̌mo, ωm′ o)

p+q
o

]
< K +Ke−m/K(m′ −m)q,

E
[
d(o, [ω̌mo, ωm′ o])

p+q
o

]
< K +Ke−m/K(m′ −m)q

가 성립하게 하는 K > 0가 존재한다.

Proof. Proposition 5.6증명에서의 lim supnD(ω̌n, ωn)를D(ω̌m, ωm′) := (ω̌mo, ωm′ o)
p+q

혹은 d(o, [ω̌mo, ωm′ o])
p+q로 바꾸겠다. 그리고

f(ω̌, ω) :=
m−1∑
k=0

|Dp,q(ω̌k+1, ωk+1)−Dp,q(ω̌k, ωk)| 1D(ω̌m,ωm′ )≥Dp,q(ω̌k,ωk),

g(ω̌, ω) := |Dp,q(ω̌m, ωm′)−Dp,q(ω̌m, ωm)| 1D(ω̌m,ωm′ )≥Dp,q(ω̌m,ωm)

를정의하면 f(ω̌, ω)+g(ω̌, ω) ≥ D(ω̌m, ωm′)임을관찰할수있다.이제 Propo-

sition 5.6에서와 같이 Y와 Yi를 구성함으로써 E f(ω̌, ω)에 대한 일정한 상한값

을 계산할 수 있다. 여기서 쓰이는 사실은 각 k ≤ m− 1에 대해

P[D(ω̌m, ωm′) ≥ d(o, ω̌ko)|g1, . . . , gk+1, ǧk+1] ≤ K2e
−κ2k

(및이것을대칭한버전)인데,이는여기서는 Lemma 5.5의첫번째혹은두번째

부분으로부터 따라 나온다.

한편, g(ω̌, ω)는 n2 = 1, q에 대한

d(ωm o, ωm′ o)
n2d(o, ω̌mo)

pd(o, ωm o)
q−n21D(ω̌m,ωm′ )≥Dp,q(ω̌m,ωm)

의 선형 결합에 의해 한정된다. 이전 계산들에 의해,

E[d(o, ω̌mo)
pd(o, ωm o)

q−n21D(ω̌m,ωm′ )≥Dp,q(ω̌m,ωm)|gm+1, . . . , gm′ ]

≤K2c
−m(2p−q+n2)mp+1 Eµ[d(o, go)p] +K2c

−mpmq−n2 Eµ[d(o, go)q−n2 ]

+ 2K2c
−m(p−q+n2) +mp+q+1c−m(p−q+n2) (Eµ[d(o, go)p])2

임을 얻는다. 여기서 쓰이는 사실은

P[(ω̌m, ωm′ o) ≥ d(o, ωm o)|gm+1, . . . , gm′ , ǧ1, . . . , ǧm} ≤ K2e
−κ2k

및

P[(ω̌m, ωm′ o) ≥ d(o, ω̌mo)|g1, . . . , gm′} ≤ K2e
−κ2k

인데,이는 Lemma 5.5의두번째항목에의해성립한다.이제 d(ωm o ωm′ o)
n2 ≤

[
∑m′

k=m+1 d(o, gko)]
n2를 곱해 적분하면

E g(ω̌, ω) ≤ (5K2+1) (1 + Eµ[d(o, go)p])3 c−m[p−q+min(q,1)]mp+q+1·(m′−m)n2

임을 얻을 수 있다(여기서 n2 = 1, q가 정수라는 사실을 이용한다). p > 0이고

0 ≤ q ≤ p이므로, p−q+min(q, 1)가양수이고원하는추산이따라나온다. �
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지수 모멘트가 유한한 측도들에 대해서도 비슷한 논법을 생각할 수 있다. 이

상황에서 Proposition 5.9과 유사한 버전 또한 만들 수 있지만, 일단 Theorem

D에 쓰이는 Proposition 5.6의 유사 버전만을 얘기하기로 하자.

Proposition 5.10. 어떤 c > 0에 대해 Eµ[ecd(o,go)] <∞라고 가정하자. 그러

면

E
[
lim sup

n
eK(ω̌no,ωn o)o

]
, E

[
lim sup

n
eKd(o,[ω̌no,ωn o])

]
< K

이 성립하게 하는 K > 0이 존재한다.

Proof. M = 4 max(1, logEµ[ecd(o,go)] + 1)/c 및 K = min(c, κ2/2M)를 잡자.

이때 KM ≤ κ2/2 and M(c − K/2) ≥ Mc/2 ≥ 2 logEµ[ecd(o,go)] + 1임을

유의하라.

아까와 마찬가지로, 지금 고려해야 하는 확률변수는

(5.6)
∞∑
k=0

eK[d(o,ωk+1 o)+d(o,ω̌k+1o)]/21
lim supnD(ω̌n,ωn)>

d(o,ωk o)+d(o,ω̌ko)

2

에 의해 한정된다. 그러므로,

∞∑
k=0

eKd(o,gk+1o)/2eKd(o,ǧk+1o)/2eKd(o,ωk o)/2eKd(o,ω̌ko)/21
lim supnD(ω̌n,ωn)>

d(o,ωk o)+d(o,ω̌ko)

2

의 기댓값을 통제할 수 있으면 된다.

gk+1, ǧk+1를 고정하고 Ek := {d(o, ωk o) ≥Mk}를 생각하겠다. 그러면

E[eKd(o,ω̌ko)/2eKd(o,ωk o)/21Ek
] ≤ E[ecd(o,ω̌ko)ecd(o,ωk o)e(K/2−c)d(o,ωk o)1Ek

]

≤ E[ec
∑k

i=1 d(o,ǧio)ec
∑k

i=1 d(o,gio)]eM(K/2−c)k

≤ Eµ[ecd(o,go)]2keM(K/2−c)k ≤ e−k

이 성립한다. 비슷한 추산이 Ěk := {d(o, ω̌ko) ≥ Mk}에서도 가능하다. (Ek ∪
Ěk)

c에서는

E[eKd(o,ω̌ko)/2eKd(o,ωk o)/21lim supnD(ω̌n,ωn)≥d(o,ωk o),E
c
k∩Ě

c
k
] ≤ eKMkK2e

−κ2k,

E[eKd(o,ω̌ko)/2eKd(o,ωk o)/21lim supnD(ω̌n,ωn)≥d(o,ω̌ko),E
c
k∩Ě

c
k
] ≤ eKMkK2e

−κ2k

임을 알 수 있다.

전체적으로, 급수의 k-번째 항 기댓값은 2K2e
−κ2k/2 + 2e−k로 한정할 수 있

는데,이상한은 gk+1, ǧk+1 선택지에관계없이일정하다.이제 eKd(o,gk+1o)/2 ≤
ecd(o,gk+1o) 및 eKd(o,ǧk+1o)/2 ≤ ecd(o,ǧk+1o)를 곱해 gk+1 및 ǧk+1에 대해 적분하

여 k에 대해 더하면 원하는 한계를 얻는다. �

이제 Theorem D를 증명할 준비가 되었다.
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Proof. 무수히 많은 정방향/역방향 중추 시점 {i(1), i(2), . . .}, {̌i(1), ǐ(2), . . .}
을가지는샘플자취만을중점적으로보겠다.이때 Proposition 5.2에서와같이

x0 = o and (x2l−1, x2l) = (y−i(l),0, y
+
i(l),0)로 정의하고 [x0, x1], [x1, x2], [x2, x3],

. . .를 이어 붙여 Γ(ω)라는 자취로 잇겠다.

여기서 Γ(ω)가
(

1 + 8F0
L0
, 2F0 + 2D3

)
-quasi-geodesic임을살펴보겠다.이를

위해 z ∈ [xi−1, xi] 및 z′ ∈ [xj , xj+1]을 생각하자. 일반성을 잃지 않고 i−1 ≤ j
라고 가정하겠다. i− 1 = j인 경우, z와 z′ 사이 Γ(ω) 부분은 측지선이므로 더

얘기할 것이 없다.

i = j인 경우,

(z, z′)xi =
1

2
[d(z, xi) + d(xi, z

′)− d(z, z′)]

=
1

2
[d(xi−1, xi) + d(xi, xi+1)− (d(xi−1, z) + d(z, z′) + d(z′, xi+1))]

≤ 1

2
[d(xi−1, xi) + d(xi, xi+1)− d(xi−1, xi+1)] = (xi−1, xi+1)xi ≤ F0

임을 알 수 있다. 따라서, z와 z′ 사이 Γ(ω) 부분의 길이 d(z, xi) + d(xi, z
′)는

d(z, z′) + 2F0에 의해 한정된다.

i < j인 경우, 마찬가지로 (z, xj)xi ≤ (xi−1, xj)xi ≤ F0 및 (z, xj+1)xi ≤
(xi−1, xj+1)xi ≤ F0임을 알 수 있다. (xi, xj+1)xj ≤ F0라는 사실과 더불어 생

각하면, [z, xj+1]가 ([z, xi], [xj , xj+1])에 의해 D3-목격된다는 것과 (z, z′)xj ≤
(z, xj+1)xj ≤ D3임을알수있다.또 k = i+1, . . . , j−1에대해 (xi, xk+1)xk <

F0임을 알 수 있다. 이는∣∣∣∣∣
[
d(z, xi) +

j−1∑
k=i

d(xk, xk+1) + d(xj , z
′)

]
− d(z, z′)

∣∣∣∣∣ ≤ 2F0(j − i) + 2D3

임을의미한다.각 k에대해 d(xk, xk+1) ≥ L0
2 이므로, d(z, z′) ≥ (L0

2 −2F0)(j−
i)− 2D3 ≥ L0

4 (j − i)− L0/8임을 알 수 있고 이는

d(z, xi) +

j−1∑
k=i

d(xk, xk+1) + d(xj , z
′) ≤ d(z, z′) + 2F0(j − i) + 2D3

≤ (1 + 8F0/L0) d(z, z′) + F0 + 2D3

임을 의미한다.

이제 Eµ[d(o, go)p] < +∞ 혹은 어떤 c > 0에 대해 Eµ[ecd(o,go)] < +∞라고
가정하자. 첫번째 경우 f(k) = k1/2p 및 임의의 C > 0를 생각하고, 두번째

경우에는 f(k) = log k 및 Proposition 5.10에서 얻은 K를 활용한 C = 1/K

를 생각하자. 여기서 목표는 거의 모든 ω에 대해 d(ωk o,Γ(ω)) ≤ 3Cf(k)가
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궁극적으로 성립함을 증명하는 것이다. 이제

Ek := {(ω̌, ω) : lim sup
n

d(ωk o, [ωk−n o, ωk+n o]) ≤ Cf(k)}

를정의하자.각 k에대해 lim supn d(ωk o, [ωk−n o, ωk+n o])가 Y = lim supn d(o, [ω̌no, ωn o])

와 같은 분포를 가짐을 기억하라. 따라서, Proposition 5.8과 5.6는

∞∑
k=1

P(Eck) ≤
∞∑
k=1

P(Y ≥ Cf(k)) <∞

를 암시하고, Borel-Cantelli 보조정리에 의해 P[lim infk Ek] = 1이다.

위 논지와 Lemma 5.3에 의해,

(1) Lemma 5.3에서와 같은 m이 (ω̌, ω)에 존재하고,

(2) 충분히 큰 k에 대해 ω ∈ Ek
라고 가정할 수 있다. 이제 충분히 큰 k에 대해 ω ∈ Ek, |Qk(ω)| > m 및

Cf(k) ≥ F0 + F2가 성립한다고 할 수 있는데, 그런 k를 하나 고정하자. 중추

지점이 무한히 멀리 탈출하므로,

d(o, y+
i(M),0) ≥ 2Cf(k) + d(o, ωk o) + F0 + F2 + 1

가 성립하는 M이 존재한다. 마지막으로,

(1) |Q̌n−k(ω̌)| ≥ m and |Qn+k(ω)| ≥M ,

(2) d([ωk−n o, ωk+n o], ωk o) ≤ 2Cf(k)

가 성립하는 n이 존재한다.

먼저 Lemma 5.3에 의해 각 x2m, x2m+1, . . . , x2M가 [ωk−n o, ωk+n o]에 F0-

가깝다는 것을 관찰하자. ωk−n o, ωk+n o, xi기 ε-굵으므로, [ωk−n o, ωk+n o]와

Γ′ := [ωk−n o, x2m] ∪ [x2m, x2m+1] ∪ . . . ∪ [x2M−1, x2M ] ∪ [x2M , ωk+n o]

는 Hausdorff거리가 F2 이내에있다.그러므로 d(ωk o,Γ
′) ≤ 2Cf(k)+F2이다.

여기서 Lemma 5.3이므로 (ωk−n o, ωk o)x2m < F0이고

d(ωk o, [ωk−n o, x2m]) ≥ (ωk−n o, x2m)ωk o ≥ d(x2m, ωk o)− F0

가 성립한다. 한편, i(M) ∈ Pk+n(ω)이므로

d(ωk o, [x2M , ωk+n o]) ≥ (x2M , ωk+n o)ωk o

≥ (x2M , ωk+n o)o − d(o, ωk o)

= d(o, x2M )− (o, ωk+n o)x2M − d(o, ωk o)

≥ 2Cf(k) + F2 + 1
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이다. 이는 d(ωk o,Γ
′)가 ωk o와 [x2M , ωk+n o] 사이에서 이루어지는 것이 아니

라는 뜻이다. 따라서

d(ωk o,Γ) ≤ d (ωk o, [ωk−n o, x2m] ∪ [x2m, x2m+1] ∪ . . . ∪ [x2M−1, x2M ]) + F0

≤ 2Cf(k) + F0 + F2 ≤ 3Cf(k)

가 성립한다. 즉, d(ωk o,Γ) ≤ 3Cf(k)가 결국에로 성립하고 원하던 결론이

따라 나온다.

이제 X가 적절하다고 추가로 가정하겠다. Corollary 5.4와 같이, 반-무한한

측지선 Γ0로 수렴해 가는 [o, ωn o]의 부분열 [o, ωni o]이 존재한다. 이제 Γ0과 Γ

가 한정된 Hausdorff 거리를 가진다는 것만 증명하면 된다. 각 xj는 [o, ωn o]에

결국 F0-가깝기에, Γ0도 d(xj , x
′
j) < F0인 x′j를 가진다. 확실하게 하기 위해,

x′0 = o = x0로 잡자. 그러면 [xj , xj+1] and [x′j , x
′
j+1]은 Theorem 2.12애 의해

F2-바짝붙어가며 Γ = ∪j≥0[xj , xj+1]와 Γ0 = ∪j≥0[x′j , x
′
j+1]도 Hausdorff거리

F2 안에 부터 있다고 얘기할 수 있다. �

6. 중심극한정리

이절에서는 Subsection 5.1애서고른모델의변형두개를생각해 d(o, ωn o)

를위한중심극한정리및 d(o, ωn o), τ(ωn)를위한중심극한정리의역을증명하

겠다. 여기서 τ(ωn)을 위한 중심극한정리는 Theorem B로부터 따라 나온다는

점에 유의하라.

6.1. Converse of central limit theorems. 이항내내 Eµ[d(o, go)2] = +∞
임을 가정하겠다. 또 K > 0로 두자.

각 g ∈ G마다 (o, ago)ao = (go, a−1o)o ≤ C0가 성립하게 하는 a ∈ S0가

존재한다. 이 선택지에 대해, (o, agbo)ago = (g−1a−1o, bo)o ≤ C0가 성립하게

하는 b ∈ S0가 존재한다. 이 경우 g ∈ Aa,b라고 얘기하도록 하겠다. 그러면

∪a,b∈S0Aa,b = G이므로,∑
a,b∈S0

Eµ[d(o, go)21g∈Aa,b
] ≥ Eµ[d(o, go)2] = +∞

임을 알 수 있다. 따라서 Eµ[d(o, go)21g∈Aa,b
] = +∞인 a, b ∈ S0가 존재한다.

이제 크기 305짜리 S0 \ {a, b}의 부분집합 S0를 하나 잡고, µ를 Aa,b에 한정한

측도 µa,b를 생각하겠다. 다시 말해,

µa,b(g) =

{
µ(g)/µ(Aa,b) g ∈ Aa,b

0 otherwise.

로 정의하겠다는 것이다. d(o, ao), d(o, bo) > 2C0이므로, 각 g ∈ Aa,b에 대해
d(o, agbo) ≥ d(o, go)임을 알 수 있다. 따라서

Eµa,b [d(o, agbo)2] ≥ µ(Aa,b)
−1 Eµ[d(o, go)21g∈Aa,b

] = +∞
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가 성립한다. 이와 더불어 Subsection 5.1에서와 비슷하게 µS(2) , 1{a} and 1{b}
를 정의하겠다.

이제 적당한 측도 ν 및 0 < α < 1에 대해

µ6N+1 = α(η := µS(2) × 1{a} × µa,b × 1{b} × µS(2)) + (1− α)ν

가성립함을관찰하자. Subsection 2.3에서와같이확률변수 ρi, νi, ηi, γi,N (k),

ϑ(i)를정의하겠다.또한 αi(갈음하여, βi)를 ηi의첫(갈음하여,마지막)성분 N

개의 곱으로 정의하고, ξi를 (3N + 1)-번째 중간 성분으로 정의하겠다. 그러면

{ρi, αi, βi, ξi, νi}은 모두 독립적이게 된다.

이제 Equation 6.1과 비슷한 세팅에서 논의를 진행하겠다; k = bn/6Nc,
γ′ = g6Nk+1 · · · gn로 두면
(6.1)

ωn = w0 · a2
1·(aξϑ(1)b)·b21 ·w1 · a2

2·(aξϑ(2)b)·b22 · · · a2
N (k)·(aξϑ(N (k))b)·b2N (k) ·w

′
N (k)

가 성립하는데, 여기서 wi = νϑ(i)+1 · · · νϑ(i+1)−1, ai = αϑ(i), bi = βϑ(i) 및

w′N (k) = νt(N (k))+1 . . . νkγ
′로 둔 것이다.

Proposition 5.1에서와같이,기껏해야확률이 e−κ1n이하인사건을제외하면

|Pn| > κ1n가성립한다.또한, Aa,b에걸린조건및 Lemma 3.7때문에 [o, aξibo]

는 ([o, ao], [aξio, aξibo])에 의해 D0-목격된다. 그러므로 Proposition 5.2의 결

론이 여기서도 성립한다: x0 = o, x2|Pn(s)|+1 = ωn o 및 l = 1, . . . , |Pn(s)|에
대해 (x2l−1, x2l) = (y−i(l),0, y

+
i(l),0)로두면각 i ≤ j ≤ k에대해 (xi, xk)xj ≤ 2F0

가 성립한다.

이제 Theorem C을 증명할 준비가 되었다.

Theorem C의 증명 κ1nm > 2m 및 limm κ1nm/2
m = 1인 수열 (nm)m>0를

고정하자. 이제 Ω와 그 복제본 Ω̇의 곱공간 Ω× Ω̇에서 논의를 진행할 것이다.

다시 말해, (ω, ω̇) ∈ Ω× Ω̇에 대한, ω에만 의존하는 확률변수 (ρi, ηi, αi, βi, . . .)

와 함께, ω̇에만 의존하는 i.i.d. (ρ̇i, η̇i, α̇i, β̇i, . . .)를 고려하겠다는 것이다. 이제
1√
n

[d(o, ωn o)− d(o, ω̇no)]의 분포를 조사해 보겠다.

ω0 ∈ Ω0 := {ω : |Pnm(ω)| ≥ 2m}라 가정하고 그 첫 2m개 중추 시점을

i1, . . . , i2m라고 두자. 이제 ω0의 동치류를

E(ω0) =

{
ω :

(ρi, νi, αi, βi, γ
′)(ω) = (ρi, νi, αi, βi, γ

′)(ω0),

ξi(ω) = ξi(ω0) unless i = ϑ(i1), . . . , ϑ(i2m)

}
라고 선언하겠다(ϑ(k)들의 값은 {ρi(ω)}에만 의존한다는 것을 유의하라). 이

조건은 Lemma 4.9에 의해서 동치 관계가 된다 — ω ∈ E(ω0)는 i1, . . . , i2m를

첫 2m개 중추 시점으로 가진다. 다음 값들 또한 E(ω0) 전체에 걸쳐 일정하다:

d(x0(ω), x1(ω)), . . . , d(x2m+1−2(ω), x2m+1−1(ω)), d(x2m+1(ω), ωnm o).
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이제 각 l = 0, . . . ,m에 대해 이분적 Gromov 내적들

(x2l·0, x2l·2)x
2l·1
, (x2l·2, x2l·4)x

2l·3
, . . . , (x2l·(2m+1−l−2), x2l·2m+1−l)x

2l·(2m+1−l−1)

을 고려하겠다. 각 E(ω0)에 한정해 살펴 보면, 이들은 각각 ξϑ(i1), . . . , ξϑ(i2m )의

값에 의존하는, F0로 한정된 독립적인 확률변수 2m−l개이다. 그러니 그 합 Yl

는 V ar(Yl|E(ω0)) ≤ 2m−l · F 2
0를 만족하고, Chebyshev 부등식에 의해

P
{∣∣Yl − E[Yl|E(ω0)]

∣∣ ≥ 100F0 · 2(m−0.5l)/2
∣∣∣ E(ω0)

}
≤ 1

104 · 2l/2

이다. 이를 모두 더하면 확률이 최대 1/2000인 사건을 제외하고서는

(6.2)
m∑
l=0

|Yl − E[Yl|E(ω0)]| ≤ 800F0 · 2m/2

가 성립함을 알 수 있다. (∗)
이와 같은 작업을 Ω̇에 대해서도 동일하게 하겠다. 이제 Ω0, Ω̇0 위에서의

동치류들의 순서쌍 E × Ė 중

(6.3)

2m−1∑
i=0

d(x2i, x2i+1) + d(x2m+1 , ωnm o)− 2
m∑
l=0

E[Yl|E ]

≥
2m−1∑
i=0

d(ẋ2i, ẋ2i+1) + d(ẋ2m+1 , ω̇nmo)− 2
m∑
l=0

E[Ẏl|Ė ]

이 성립하는 순서쌍들의 집합을 E로 나타내자. 여기서 측도를 보존하는 대칭

변환 ω ↔ ω̇을 적용했을 때 부등식 6.3가 역전된다는 사실을 유의하라. 이는

P(
⋃

E ) ≥ 1
2 P(Ω0 × Ω̇0)임을 의미한다.

이제 E[d(o, aξbo)2] = +∞라는사실을이용하겠다.중심극한정리의역의한

증명에 따르면 충분히 큰 m에 대해 다음이 성립한다. 첫 2m개 중추 시점이

각각 {i1, . . . , i2m} 및 {ı̈1, . . . , ı̈2m}인 동치류 쌍 E , Ė마다, E × Ė에서

(6.4)
2m∑
j=1

d(o, aξϑ(ij)bo) ≥
2m∑
j=1

d(o, aξ̇ϑ̇(ı̈j)bo) +K2m/2

일 조건부 확률이 1/5 이상이다. (∗∗)
이제 재료들을 조합해 보자. (∗), (∗∗)로부터, 각 E × Ė ∈ E에서 (Ω 및 Ω̇에

대한) 부등식 6.2, 부등식 6.3 및 6.4가 성립할 확률이 1/5 − 1/1000 이상이라

는 것을 알 수 있다. 이런 경우 부등식 6.3에서 2
∑m

l=0 E[Yl|E ]를 2
∑m

l=0 Yl로,
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2
∑m

l=0 E[Ẏl|Ė ]를 2
∑m

l=0 Ẏl로 바꾸어

(6.5)

2m−1∑
i=0

d(x2i, x2i+1) + d(x2m+1 , ωnm o)− 2

m∑
l=0

Yl

≥
2m−1∑
i=0

d(ẋ2i, ẋ2i+1) + d(ẋ2m+1 , ω̇nmo)− 2
m∑
l=0

Ẏl − 1600F02m/2

를 얻을 수 있다. 이제 부등식 6.5과 6.4의 양변을 더하자. 항등식

2m∑
i=1

[d(x2i−2, x2i−1) + d(x2i−1, x2i)]− 2

m∑
l=0

Yl = d(x0, x2m+1),

d(o, aξϑ(ij)bo) = d(x2j−1, x2j) 및 (o, ωnm o)x2m+1 ≤ F0를 이용하면

(6.6) d(o, ωnm o)− d(o, ω̇nmo) ≥ (K − 1600F0)2m/2 − 4F0

임을알수있다.결론적으로, E×Ė ∈ E에서부등식 6.6이성립할조건부확률이

0.199 이상이다. 이를 모두 더하면 최소

0.199 ·P
(⋃

E
)
≥ 0.199 · 1

2

(
1− P[ω /∈ Ω]− P[ω̇ /∈ Ω̇]

)
≥ 0.099 ·(1−2e−κnm)

라는 확률을 얻는다. K를 바꿀 수 있으므로, 임의의 K > 0에 대해 결국에는

P
[

1
√
nm

[d(o, ωnm o)− d(o, ω̇nmo)] ≥ K
]
≥ 0.09

가성립하게됨을알수있다.이는 1√
n

[d(o, ωn o)−cn]가,즉따라서 1√
n

[d(o, ωn o)−
d(o, ω̇no)]가, 분포상 수렴하면 불가능한 일이다.

이동 거리에 대해서도 마찬가지 결론을 얻기 위해서는

P
[
d(o, ωn o)− τ(ωn) ≥

√
n, d(o, ωn o) ≥ 10

√
n
]
≤ 0.021

가 충분히 큰 n에 대해 성립함을 증명하기만 하면 된다. 먼저 P(|Qn1 | ≤ 2) ≤
10−5가 성립하는 n1을 잡고, ω의 두번째 중추 시점이 i(2)일 때 Y (ω) :=

d(o, y−i(2),0)라고 확률 변수를 하나 정의한다. 이 변수는 거의 모든 지점에서

유한하므로 P(Y (ω) ≥ 0.4
√
n2) ≤ 10−5가 성립하는 n2가 존재한다. 이제

n > max(n1, n2)로 잡으면, 확률이 최대 2 · 10−5인 사건을 제외하고서는

d(o, y−i(1),0), d(o, y−i(2),0) ≤ 0.4
√
n임을 알 수 있다. E를 그러한 자취 ω들의 모

임이라고 하자.

이제 ω ∈ E, d(o, ωn o)− τ(ωn) ≥
√
n 및 d(o, ωn o) ≥ 10

√
n라고 가정하자.

이제 ω의첫두중추시점에서방향전환된자취들 ω̄의모임 E2
n(ω)을생각하자.

만약 n가 충분히 크면,

d(o, ωn o)− d(o, y−i(2),0)− d(o, y−i(1),2) ≥ 8
√
n− 2M ≥ 2M + 3D0
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가 성립하고 Theorem A의 증명 논법에 따르며

d(o, ωn o)− τ(ωn) ≤ 2d(o, y−i(1),0) + 2F0 ≤
√
n

일 확률이 최소 1 − [3052 − 3032]/3052 ≥ 1 − 0.02이다. 따라서, E에서 조건

부 확률들을 다 더하면, 1√
n

[d(o, ωn o) − τ(ωn)] ≥ 1 및 d(o, ωn o) ≥ 10
√
n가

E 안에서 일어날 확률은 0.02 이하다. E 바깥에서는 기껏해야 2 · 10−5만큼의

확률만이 남아있으므로, 원하던 결론이 따라 나온다. �

6.2. 중심극한정리 이 항의 목적은 d(o, ωn o)에 대한 중심극한정리를 증명하

는 것이다. (ω−1
n o, ωn o)o를 일정하게 통제한 뒤에는, Gaussian 분포로 수렴해

간다는 사실은 [MS20]로부터 따라 나온다. 그러나 비자명한 Gaussian 분포로

수렴한다고 단언하기 위해서는 먼저 분산 값의 하한을 설정할 수 있어야 하는

데, 이를 이제 설명하겠다.

Proof. µ가 산술적이지 않으므로, g = a1 · · · al, g′ = b1 · · · bl가 d(o, go) −
d(o, g′o) ≥ 104F0 + 4M이도록 하는 a1, . . . , al, b1, . . . , bl ∈ suppµ가 존재

한다. S0의 원소가 4개 이상이므로, g, g′ ∈ Aa,b가 성립하게 하는 a, b ∈ S0

가 존재한다. 이제 크기 305 이상인 S0 \ {a, b}의 부분집합 S를 잡고, µg,g′를

{(a1, . . . , al), (b1, . . . , bl)} 위에서의 균등 측도로 잡자. 그러면 적당한 측도 ν

및 0 < α < 1에 대해

µ6N+l = α(µ2
S × 1{a} × µg,g′ × 1{b} × µ2

S) + (1− α)ν

가성립한다.그러면이전항에서와같이확률변수들과중추시점/지점들을정

의할 수 있다. 이번에는 ξi를 ηi의 (3N + 1), . . ., (3N + l)번째 성분들의 곱으로

정의하겠다.

Claim 6.1. V ar
[
d(o, ωn)

∣∣∣ |Pn(ω)| ≥ 2m
]
≥ 900F 2

0 2m가 성립한다.

Proof of Claim 6.1. 이전 항에서 정의한 Ω0 안의 동치류들을 상기하라. 첫 2m

개 중추 시점을 i1, . . . , i2m로 가지는 각 동치류 E마다,

V ar
[
d(x2k(l−1), x

′
2kl)

∣∣∣ E] ≥ F 2
0

[
900 · 2k + 240 · 2k/2

]
.

가 k = 1, . . . ,m+ 1 및 l = 1, . . . , 2m−k+1에 대해 성립함을 귀납적으로 증명할

것이다.여기서 l = 2m−k+1일때 x′
2kl

= ωn o이고그외의경우에는 x′
2kl

= x2kl

로둔다. k가 m+1에다다랐을때조건부확률들을모두더하면원하는주장이

따라 나온다.

k = 1인 경우를 다뤄 보자. 각 1 ≤ l < 2m마다, w = (w−il,0)−1w+
il−1,0

는

E 전체에 걸쳐 고정되어 있고, (x2l−2, x2l)x2l−1
= (wo, aξϑ(il)bo)o ≤ F0이며,
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ξϑ(il) = g 혹은 g′이면서 확률값이 같다. 이는

V ar[d(x′2l−2, x
′
2l)] =

[
1

2
|d(wo, agbo)− d(wo, ag′bo)|

]2

=
1

4

∣∣∣∣∣ [d(wo, o) + d(o, agbo)− 2(wo, agbo)o]

− [d(wo, o) + d(o, ag′bo)− 2(wo, ag′bo)o]

∣∣∣∣∣
2

≥ 1

4

(∣∣d(o, agbo)− d(o, ag′bo)
∣∣− 2F0

)2
≥ 1

4

(
|d(o, go)− d(o, g′o)| − 4M − 2F0

)2
≥ 2500F 2

0 ≥ F 2
0 ·
[
1800 + 240

√
2
]

임을 의미한다. l = 2m인 경우에도 비슷하게

V ar[d(x′2l−2, x
′
2l+1)] ≥ 1

4

(
|d(o, go)− d(o, g′o)| − 4M − 4F0

)2 ≥ 2500F 2
0

임을 알 수 있다.

이제 어떤 1 ≤ k ≤ m 및 1 ≤ l ≤ 2m−k에 대해 Y1 = d(x′
2k(2l−2)

, x′
2k(2l−1)

)

및 Y2 = d(x′
2k(2l−1)

, x′
2k·2l)가 주어진 추산을 만족시킨다고 하자. 이제 b =

2(x′
2k(l−2)

, x′
2kl

)x′
2k(l−1)

를 수반하는 Y = d(x′
2k+1(l−1)

, x′
2k+1l

) = Y1 + Y2 − b의
분산을 어림할 것이다. Y1, Y2가 독립이고 0 ≤ b ≤ 2F0이므로,

V ar(Y ) ≥ V ar(Y1) + V ar(Y2)− 2F0 ·
√
V ar(Y1)− 2F0 ·

√
V ar(Y2)

= V ar(Y1)

[
1− 2F0√

V ar(Y1)

]
+ V ar(Y2)

[
1− 2F0√

V ar(Y2)

]

≥ 2 · F 2
0

[
900 · 2k + 240 · 2k/2

] [
1− 2F0

F0 · 30 · 2k/2

]
≥ 2 · F 2

0

[
900 · 2k + 180 · 2k/2 − 16

]
≥ F 2

0

[
900 · 2k+1 + 240 · 2(k+1)/2 + (360− 240

√
2)2k/2 − 16

]
임을 알 수 있다. 360− 240

√
2 ≥ 16이므로 k + 1를 위한 결론을 얻는다. �

특히, Claim 6.1 및 Proposition 5.1를 결합하면

(6.7) V ar[d(o, ωn o)] ≥ 100F 2
0 κ1n

가 충분히 큰 n에 대해 성립한다는 것을 알 수 있다.

증명 나머지에서는 [MS20, Section 4]의 이론을 이용할 것이다. 먼저M > 0

을 고정하고 확률변수들

Yk,i = d(ω2kM(i−1) o, ω2kMi o), bk,i = (ω2kM(i−1) o, ω2kM(i+1) o)ω2kMi
o
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(Figure 5 참조) 및 이들의 균형 잡힌 버전

Ȳk,i = Yk,i − E[Yk,i], b̄k,i = bk,i − E[bk,i]

을 고려하자. 이때 다음을 알 수 있다:

(1) {Yk,i}i∈Z, {bk,i}i∈2Z+1, {bk,i}i∈2Z 각각은 i.i.d.의 모임이다;

(2) 모든 k, i에 대해 E[b4k,i] < K2인 K > 0이 존재한다 (Proposition 5.8);

(3) E[b̄2k,i] ≤ E(|bk,i|+ E |bk,i|)2 ≤ 4E[b2k,i] ≤ 4K이다;

(4) 각 k, i에 대해 Yk+1,i = Yk,2i−1 + Yk,2i − 2bk,2i−1이다.

먼저 n→∞일 때 1√
n

[E[d(o, ωn o)]− nλ]→ 0임을 증명하자.

1

2kM
E[Yk,1] =

1

2kM

2k∑
i=1

E[Y0,i]−
2

2kM

k−1∑
t=0

2k−t−1∑
i=1

E[bt,2i−1]


임을 관찰하라. 여기서 k → ∞일 때 좌변은 탈출 속도 λ로 수렴하며, 우

변 첫 항은 항상 1
M E[d(o, ωM o)]로 유지된다. 마지막으로, 모든 t, i에 대해

E[bt,2i−1] <
√
K이므로 우변 마지막 항은 2

√
K/M에 의하 한정된다. 따라서

|
√
nλ− 1√

n
E[d(o, ωn o)]| ≤ 2

√
K/
√
n라는 원하는 현상을 얻는다.

이제부터 0보다 큰 정수 m을 잡아 M = 2m로 두겠다. 이때

(6.8)
1√

2k+m
Yk,1 =

1√
2k+m

2k∑
i=1

Y0,i −
2√

2k+m

k−1∑
t=0

2k−t−1∑
i=1

bt,2i−1


임을 관찰하라. 균형 잡힌 버전들에 대해서도 비슷한 항등식이 성립한다.

여기서 오차 항
∑

t

∑
i b̄t,2i−1을 분석하자. 각 t에 대해,

∑
i b̄t,2i−1/

√
2k+m

는 각각 K/2/k+m에 의해 한정된 독립적인 확률변수 2k−t−1개를 합한 것이다.

따라서 이 합은 분산이 K/2m+t+1 이하이고 Chebyshev 부등식에 의해

P

Et :=


∣∣∣∣∣∣ 1√

2k+m

2k−t−1∑
i=1

b̄t,2i−1

∣∣∣∣∣∣ ≥ 2−m/32−t/4


 ≤ tK

2m/3+t/2+1

가 성립한다. 따라서 ∪tEt 바깥에서는 1√
2k+m

∑
t

∑
i b̄t,2i−1가 7 ·2−m/3에 의해

한정되며 이때 P(∪tEt) ≤ 8K · 2−m/3이다.

한편 고전적인 중심극한정리에 의해, k가 증가함에 따라 1√
2k+m

∑2k

i=1 Ȳ0,i는

어떤 Gaussian 분포 N (0, σm)로 수렴해 간다. 이때 부등식 6.7은 충분히 큰 m

에 대해 σm := 1√
2m

√
V ar(d(o, ω2m o)) ≥ 10F0

√
κ임을 보장해 준다.

요약하자면, 확률변수 1√
2k

[d(o, ω2k o) − E[d(o, ω2k o)]]들은 결국에는 Lévy

거리상N (0, σm)에 (16K+15) ·2−m/3-가까워진다.이는N (0, σm)가 Cauchy

임을 의미하며, σm에 하한이 정해져 있으므로 이들은 비자명한 Gaussian 분포

N (0, σ)로 수렴한다 (그러면 limm σm = σ이다).
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이제 일반적인 단계에서의 분포들을 다루기 위해, 보조 확률변수

Yk;n = d(ω2k+mbn/2k+mc o, ωn o),

bk;n =

{
(ω2k+m+1bn/2m+k+1c o, ωn o)ω2k+m(2bn/2m+k+1c+1)

o if 2k+m(2bn/2m+k+1c+ 1) < n

0 otherwise

를 생각하자.

o ω2m o ω2·2m o ωn o

{Y0,i}
{b0,2i−1}
{b1,2i−1}
{b2,2i−1}

Y0;n

b1;n

b3;n

Figure 5. 10 · 2m ≤ n ≤ 11 · 2m일 때의 {Yk,i}, {Yk;n},
{bk,i} 및 {bk;n}. 여기서 b0;n = b2;n = 0인데 그 이유는

2m(2bn/2m+1c+ 1) = 11 · 2m ≥ n 및 2m+2(2bn/2m+3c+ 1) =

12 · 2m ≥ n이기 때문이다.

여기서 임의의 k, i, n에 대해 E[b2k,i;n] ≤ 4K가 여전히 성립한다(q = 0 및

p = 2인 경우의 Proposition 5.9). 이제

(6.9)

1√
n

[d(o, ωn o)− E[d(o, ωn o)]]

=
1√
n

bn/2mc∑
i=1

Ȳ0,i +
1√
n
Ȳ0;n −

2√
n

∑
2m+t≤n

b̄t;n +

bn/2m+t+1c∑
i=1

b̄t,2i−1


임을 관찰하자. n→∞일 때 첫번째 항은 분포상 N (0, σm)로 수렴한다. 두번

째 항은 확률상 0으로 수렴하며, 사실은 거의 확실하게 0으로 수렴한다. 이는

유한 개의 분포 {Y0,1;i : i = 0, . . . , 2m − 1}가 유한한 분산을 가지기 때문이다.

나아가, 각 2m+t ≤ n에 대해

V ar

 1√
n

bt;n +

bn/2m+t+1c∑
i=1

bt,2i−1

 ≤ 4K

n
·
[⌊ n

2m+t+1

⌋
+ 1
]
≤ 4K

2m+t

임을 알 수 있다. 이는 확률 16K · 2−m/3 이하인 사건을 제외하고서는 마지
막 항의 크기가 7 · 2−m/3보다 작음을 의미한다. 결론적으로 각 m에 대해,

1√
n

[d(o, ωn o)−E[d(o, ωn o)]]는 N (0, σm)에 궁극적으로 (32K + 15)2−m/3-가

까워진다는사실을알수있다.여기서N (0, σm)→ N (0, σ)이므로, 1√
n

[d(o, ωn o)−
E[d(o, ωn o)]]→ N (0, σ)라는 사실이 따라 나온다. �
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7. 중첩 로그 법칙

이 절 내내 다음 표기법을 고정하겠다:

LLn :=

{
log logn n ≥ 3

1 n < 2,
α(n) := (2nLLn)1/2, β(n) := (n/LLn)1/2.

이절에서는고전적인중첩로그법칙을위한 [dA83]에적힌 de Acosta의논

증을 따라가 우리가 원하는 중첩 로그 법칙을 증명하려 한다. 증명을 시작하기

전에 de Acosta의 전략을 간단히 소개하겠다. {Xi}가 V ar(Xi) < K를 만족시

키는 균형 잡힌 i.i.d.의 나열이라고 하자.
∑n

i=1Xi가 α(n) 수준에서 요동치는

정도를 조사하기 위해, de Acosta는 먼저 Xn를 잘라내Yn := Xn1{|Xn|≤β(n)},

Zn := Xn1{|Xn|>β(n)}를 만들었다(편의상 E[Yn] = 0라고 잠시 가정하자).

이때 잘라내는 기준 Tβ(n)은 Xi의 유한한 분산으로부터
∑n

i=1 |Zi|/α(i)의

거의모든곳에서의수렴을이끌어낼수있도록설계된것이다.그후 Kronecker

의 보조정리를 사용하면 (
∑n

i=1 Zi)/α(n) 항이 별로 크게 기여하지 않음을 알

수 있다. Yn의 경우 Yn끼리의 독립성, Yn이 잘려진 기준 및 Chebyshev 부등식

을 활용해

P

{
n∑
i=1

Yi/α(n) > t

}
≤ exp

[
−λt+

λ2K

4LLn
exp

(
λ√

2LLn

)]
가 임의의 t, λ > 0에 대해 성립함을 보일 수 있다. 마지막으로 선보일 기술은

사건들 En := {
∑n

i=1Xi/α(n) > t}의 나열을 등비수열적인 부분열 Ebpkc와

결부하여

(7.1) P
(
∪n≥pk0En

)
≤ C

∑
k≥k0

P
(
Ebpkc

)
와 같은 현상을 기대하는 것이다. 적절한 t 및 λ를 설정함으로써 이 급수가

수렴하게 할 수 있고 Borel-Cantelli 보조정리를 사용하면 거의 모든 곳에서의

lim sup(
∑n

i=1Xi)/α(n)의 상한을 얻을 수 있다.

이제 원래 상황으로 돌아오자. Equation 6.9의 두번째 항은 분모가 α(n)

으로 바뀌어도 여전히 0으로 수렴한다. De Acosta의 논법이 필요한 부분은

Equation 6.9의 마지막 항이다. 여기서 추가로 등장하는 난관은 i.i.d.의 합들의

무한열 {
∑

i b̄t,2i−1}t를 다루는 것이다. 각 {b̄t,2i−1}i를 위한 부등식 7.1 우변의

한계를 잡는 것뿐만 아니라, 그 한계가 t에 대해 합했을 때 유한하도록 할 수

있어야 한다.

Claim 7.1. 각 K ′ > 0마다,

P

lim sup
n

1

α(n)

∣∣∣∣∣∣
∑
t≥T

bn/2m+t+1c∑
i=1

b̄t,2i−1

∣∣∣∣∣∣ > K ′

 ≤ K ′
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를 만족시키는 T > 0가 존재한다.

Proof. 다음 집합 및 확률변수들을 고려하자:

Et,i :=

{
ω : |b̄t,2i−1| >

β(2t+m+1i)

2t/4

}
,

Bt,2i−1 := b̄t,2i−11Et,i , B
′
t,2i−1 := b̄t,2i−11Ec

t,i
, B̄′t,2i−1 := B′t,2i−1 − EB′t,2i−1.

여기서∣∣EB′t,2i−1

∣∣ = |EBt,2i−1| ≤ E |Bt,2i−1| ≤ E |b̄t,2i−1|

= E |bt,2i−1 − (E bt,2i−1)| ≤ 2E |bt,2i−1| ≤ 2
√
K,

|B̄′t,2i−1| ≤ |B′t,2i−1|+ |EB′t,2i−1| ≤ 2 · β(2t+m+1i)

2t/4
,

E(B̄′t,2i−1)2 ≤ E(|B′t,2i−1|+ E |B′t,2i−1|)2

≤ 4E |B′t,2i−1|2 ≤ 4E b̄2t,2i−1 ≤ 16K

가 성립함을 알 수 있다.

첫번째 목표는

(7.2)
∑
t≥T

∞∑
i=1

E |Bt,2i−1|/α(2t+m+1i) <∞

를 증명하는 것이다. 이것이 주어지면, Kronecker의 보조정리가

(7.3) lim
n

1

α(n)

∣∣∣∣∣∣
∑
t≥T

bn/2m+t+1c∑
i=1

Bt,2i−1

∣∣∣∣∣∣ = 0 a.s.

임을 암시할 것이다. Inequality 7.2를 증명하기 위해, 충분히 큰 t에 대해

(7.4)
∞∑
i=1

E |Bt,2i−1|/α(2t+m+1i)

≤
∞∑
i=1

∞∑
k=0

1

α(2t+m+1i)

β(2t+m+1(i+ k + 1))

2t/4
P
[
β(2t+m+1(i+ k))

2t/4
< |b̄t,2i−1| ≤

β(2t+m+1(i+ k + 1))

2t/4

]

=
∞∑
j=1

β(2t+m+1(j + 1))

2t/4
P
[
β(2t+m+1j)

2t/4
< |b̄t,1| ≤

β(2t+m+1(j + 1))

2t/4

]
·

j∑
i=1

1

α(2t+m+1i)

가성립함을관찰하자.여기에는 x ≥ 8일때 β(x)가증가한다는것과 {b̄t,2i−1}i
가 i.i.d.라는 사실이 쓰였다. 또한,

j∑
i=1

1

α(2t+m+1i)
≤ 10

2t+m+1
β(2t+m+1j), β(2t+m+1(j + 1)) ≤ 1.1β(2t+m+1j)
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가 각 j에 대해 성립한다. 따라서 부등식 7.4 마지막 부분의 값은

11
∞∑
j=1

2−5t/4−m−1β2(2t+m+1j)P
[
β(2t+m+1j)

2t/4
< |b̄t,1| ≤

β(2t+m+1(j + 1))

2t/4

]
≤ 11 · 2−3t/4V ar(b̄t,1) ≤ 44K · 2−3t/4

에 의해 한정되는데, 이는 합했을 때 분명 유한하다. 부등식 7.2가∑
t≥T

∑
i

|EB′t,2i−1|/α(2t+m+1i) =
∑
t≥T

∑
i

E |Bt,2i−1|/α(2t+m+1i) <∞

또한 암시한다는 점을 유의하라. 다시금 Kronecker의 보조정리를 사용하면,

(7.5) lim
n

1

α(n)

∣∣∣∣∣∣
∑
t≥T

bn/2m+t+1c∑
i=1

EB′t,2i−1

∣∣∣∣∣∣ = 0

임을 알 수 있다.

이제 t ≥ T에 대해 {B̄′t,2i−1}i를 다룰 차례다. 이들은 균형 잡힌 i.i.d.로

E(B̄′t,2i−1)2 ≤ 16K and |B̄′t,2i−1| ≤ 21−t/4 · β(2t+m+1i)

를 만족하므로, [dA83]의 Lemma 2.2의 증명을 이용하면

(7.6)

P

{
n∑
i=1

B̄′t,2i−1 > 2−t/8
√
Kα(2m+t+1n)

}
≤ exp

[
−
(

2 · 2t/8 − 16

2t/2+m+1
e2
√

2/
√
K

)
LL(2m+t+1n)

]
임을 보일 수 있는데, 이는 충분히 큰 t에 대해 exp[−2t/8LL(2t+m+1n)]로 한

정된다. 더하여, Chebyshev의 부등식에 의해

(7.7)

P

∣∣∣∣∣∣
2k∑
i=n

B̄′t,2i−1

∣∣∣∣∣∣ ≥ 2−t/8
√
Kα(2m+t+1 · 2k)

 ≤ 16 · 2kK
2−t/4α2(2m+t+1 · 2k)K

≤ 1/2

가 각 k ≥ 1 및 n ≤ 2k에 대해 성립한다는 점을 유의하라.

이제 |
∑bn/2m+t+1c

i=1 B̄′t,2i−1| > 3 · 2−t/8
√
Kα(n)가 하나 이상의 n에 대해

성립할 확률을 어림해 보자. 이는

∞∑
k=0

P

[
max

2k≤n<2k+1

∣∣∣∣∣
n∑
i=1

B̄′t,2i−1

∣∣∣∣∣ > 3 · 2−t/8
√
Kα(2m+t+1 · 2k)

]
에 의해 한정된다. 부등식 7.7 및 Ottaviani의 부등식을 생각하면 이는 최대

2

∞∑
k=0

P

2k+1∑
i=1

∣∣B̄′t,2i−1

∣∣ > 2 · 2−t/8
√
Kα(2m+t+1 · 2k)
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이다.여기서충분히큰 t및모든 k에대해 2α(2m+t+1 ·2k) ≥ α(2m+t+1 ·2k+1)

이므로, 부등식 7.6를 이용하면

2

∞∑
k=0

([k +m+ t+ 2] log 2)−2·2t/8 ≤ 2

∞∑
k=t

(k log 2)−4 ≤ 1

t3(log 2)4

로 한정지을 수 있다. T를 충분히 크게 잡으면
∑

t≥T t
−3(log 2)−4 < K ′가

성립한다. 다시금 T를 충분히 크게 잡으면, 이 사건 바깥에서는 모든 n에 대해

(7.8)
1

α(n)

∑
t≥T

bn/2m+t+1c∑
i=1

B̄′t,2i−1 ≤ 3
√
K
∑
t≥T

2−t/8 ≤ 30
√
K · 2−T/8 < K ′

이다. 이를 Equation 7.3 및 7.5와 엮으면 원하는 결론에 다다른다. �

다음으로 나머지 항 b̄t;n들 또한 해결해야 한다. 여기서 각 t에 대해, 각 단계

n에서 오직 한 b̄t;n만 등장한다는 것을 유의하라. 이는 오차 사건들 {b̄t;n >

K ′α(n)}을 따로따로 독립적으로 다뤄야만 한다는 뜻이다(예를 들어, Otta-

viani 부등식에 의존해 부분열 사건들에만 집중하는 것은 힘들다는 뜻이다).

지금
√
n log logn 수준의 현상을 다루고 있으므로, 2차 모멘트는 그다지 유용

하지 않다. 한편 4차 모멘트에 대한 한계는 E[b̄4t;n] . (2t+m)2밖에 없으므로

충분히 잘 통제할 수 없다. 따라서 우리는 3차 모멘트를 타협점으로 두고 어림

값을 계산할 것이다.

Claim 7.2.

lim sup
n

1

α(n)

∣∣∣∣∣∣
∑

2m+t≤n

b̄t;n

∣∣∣∣∣∣ = 0 a.s.

Proof. K ′ > 0이라고하자. t ≥ 0및 1 ≤ k ≤ 2t+m가주어졌을때 {b̄t;2t+m(2i−1)+k}i
는 i.i.d.의 모임이다. 이 경우, Proposition 5.9는

E[bt;2t+m+k] ≤ K ′3 +K ′3e
−k/K′3 · 2t+m

가 성립하게 하는 일정한 상수 K ′가 존재한다는 것을 알려 준다. K3 = 8K ′3로

두면

E |b̄t;2t+m+k|3 ≤ E(|bt;2t+m+k|+ |E bt;2t+m+k|)3 ≤ K3 +K3e
−k/K3 · 2t+m

또한 성립한다. 이제

Et,k,i :=

{
ω : |b̄t;2t+m(2i−1)+k| >

K ′
√

2t+m(2i− 1)

2t/8

}
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을 정의하자. 그러면 Yt,k = |b̄t;2t+m+k|/(23t/8+m/2K ′)에 대해

∞∑
i=1

P[Ek,t,i] ≤
∞∑
i=1

i · P

{
K ′
√

2t+mi

2t/8
< |b̄t;2t+m+k| ≤

K ′
√

2t+m(i+ 1)

2t/8

}

≤
∫
Y 2
t,k1Yt,k≥1 dYt,k ≤

∫
Y 3
t,k dYt,k ≤

1

29t/8+3m/2K ′3
E |b̄t;2t+m+k|3

≤ K3

K ′3
2−9t/8−3m/2 +

K3

K ′3
e−k/K3 · 2−t/8−m/2

임을 알 수 있다. 이를 모두 더하여

∞∑
t=1

∑
0≤k≤2t

∞∑
i=1

P[Ek,t,i] <∞

를 얻는다. 그러면 Borel-Cantelli 보조정리에 의해, 거의 모든 ω마다

|b̄t;n(ω)| ≤ K ′α(n)

2t/8

가 모든 t 및 유한 개를 제외한 모든 n에 대해 성립함을 알 수 있다. 따라서

그러한 ω에 대해

1

α(n)

∣∣∣∣∣∑
t

b̄t;n

∣∣∣∣∣ ≤ 16K ′

가 궁극적으로 성립한다. �

이제 중첩 로그 정리의 증명을 끝낼 수 있다. K ′ > 0를 고정한 뒤 Claim 7.1

에서와 같이 T > 0를 잡자. 고전적인 중첩 로그 정리는

lim sup
n

1

α(n)

∣∣∣∣∣∣
bn/2m+t+1c∑

i=1

b̄t,2i−1

∣∣∣∣∣∣ ≤ 4K√
2m+t+1

a.s.

를 각 t ≤ T마다 알려 준다. 이를 Claim 7.1 및 Claim 7.2와 엮으면, 확률 K ′

이하인 사건을 제외하고서는

lim sup
n

1

α(n)

∣∣∣∣∣∣
∑

2m+t≤n

b̄t,2bn/2m+t+1c+1;n +

bn/2m+t+1c∑
i=1

b̄t,2i−1

∣∣∣∣∣∣ ≤ K ′ + 20K√
2m

가성립함을알수있다. K ′ → 0로보내면이는거의모든곳에서의부등식으로

진화한다. 마지막으로, 고전적인 중첩 로그 정리는

lim sup
n
± 1

α(n)

bn/2mc∑
i=1

Ȳ0,i = σm a.s.
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임을 알려 준다. 거의 모든 곳에서 1
α(n) Ȳ0,bn/2mc+1;n → 0라는 사실과 함께

생각하면,

lim sup
n
± 1

α(n)
[d(o, ωn o)− E[d(o, ωn o)]] ∈

[
σm −

20K√
2m

, σm +
20K√

2m

]
a.s.

임을 알 수 있다. m→∞일 때 σm → σ이므로 원하던 결론을 얻는다.

8. 논의할 점 및 추후 방향

우리 전략에서의 핵심 요소는 Schottky 집합 및 중추들을 구성하는 작업이

었다.더불어,궁극적인중추들은그위치/방향이랜덤워크의영구적인향방을

결정하게끔추려졌다.이러한현상을 (Weil-Petersson계량을얹은 Teichmüller

space를 포함하여) CAT(0)-공간들 혹은 상대적인 쌍곡군들의 Cayley 그래프

등 다른 세팅으로 옮길 수 있다면 흥미로울 것이다.

이 결과를 일반화시킬 수 있는 또다른 접근법은 군이 한 공간에 작용하는

방식을 다른 공간에 작용하는 방식으로 옮겨내는 것이다. 예를 들어 사상류군

은 곡선 컴플렉스(curve complex)에도, Teichmüller 공간에도 작용할 수 있다.

따라서, 한 공간에서의 동역학이 상대편 공간에서의 동역학에 대한 정보를 줄

수도 있다. 이러한 철학은 [Hor18], [DH18] 및 [MS20]에서도 활용되어 유용한

결과들을 낳았다. 저자는 이러한 전략이 Weil-Petersson 기하학에서의 중심극

한정리 및 그 역을 이끌어내기를 바란다.

또한 랜덤 워크에 대한 더 상세한 기술 — local limit theorem, large devi-

ation principles 등 — 을 목표로 삼을 수도 있다. 이에 관해서는 Boulanger,

Mathieu, Sert 및 Sisto가 최근에 발표한, Gromov 쌍곡 공간에서의 변위 및 이

동 거리에 대한 large deviation principles를 정립한 [BMSS20]를 언급해야 할

것이다.본논문에서사용된기법들과 large deviation principles간의연관성은

차후 계속 연구되어야 할 것이다.
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